Un autre auteur indien, Krishna,
aborde le concept d'infiniment petit, qui
sera trés utilisé dans le calcul différen-
tiel et intégral a la fin du xviI® et au xvii®
siécles. Euler, le grand mathématicien du
XVIII€ siécle, développait ce calcul infini-
tésimal avec des infiniment petits, qu'il
négligeait dans certains calculs. Comme
les mathématiques sont une science par-
faitement exacte, on ne peut pas négli-
ger quelque chose qui ne soit pas
rigoureusement nul, donc ces infiniment
petits... sont nuls.

Mais alors, comment peut-on calcu-
ler avec des zéros? Dans le calcul infi-
nitésimal, il y a des choses qu’on appelle
dx, dx 2. Si toutes valent zéro, que signi-
fie cette notation? Euler explique qu'il y
a deux fagons de comparer des gran-
deurs. Lafagon qu'il appelle arithmétique,
gui consiste a dire : «Deux quantités sont
égales si leur différence est nulle». Sous
ce rapport-1a, tous les infiniment petits
sont égaux entre eux. Selon une autre
fagcon de voir, deux quantités sont égales
qguand leur quotient est égal a 1, et, a ce
moment-l&, le quotient de deux zéros, 0/0,
peut avoir un sens. comme l'indiquait le
mathématicien indien Bhaskara.

Cette définition est imposée par I'as-
tronomie chez Bhaskara, et par le déve-
loppement du calcul différentiel chez Euler.
La pratique d’Euler du calcul sur des
infiniment petits, nuls quand cela l'arrange,
ne nous satisfait plus maintenant. Au Xx¢
siecle, on a développé une théorie, I'ana-
lyse non standard, ou les infiniment petits
ont un statut propre sans étre des zéros :
ce sont des quantités qui, multipliées
par n'importe quel entier, restent toujours
infiniment petites. On a ainsi donné un
sens |égitime et rigoureux a tous ces
infiniment petits qui avaient un statut incer-
tain au XvIli® siecle et méme encore au
XIX® siecle.

Zéro est-il le premier nombre ? Quand
on commence a numéroter, on com-
mence par 1, pas par 0. On s'interroge :
le Xx® siecle se termine-t-il en 2000 ou
en 2001? On verra bientét refleurir le
débat parce que notre ere commence
par 'année 1 et pas par I'année zéro. Les
Mayas, des spécialistes du calendrier,
étaient plus cohérents : ils commencaient
le mois par le jour zéro. Chez les Mayas,
la querelle sur le début du troisieme
millénaire n'aurait pas lieu d’étre!

Au siécle dernier, Peano a fondé
I'axiomatique, mais il n'admettait pas
encore zéro comme nombre et il com-
mence a 1, ce qui est maladroit.

0°%?
Le probléme de la valeur de 0° apparait

dans Euler. Quelle est la valeur de a°
quand on fait tendre a et b vers zéro. Il
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y a ou non une limite selon la fagon
dont a et b tendent vers zéro. Si on fait
X%, et qu’on fait tendre x vers zéro, on
obtient 1. C’est la seule définition rai-
sonnable, cohérente, de 0°. Nous pou-
vons mieux la justifier avec la théorie des
ensembles.

En théorie des ensembles, les
nombres dérivent des conceptions sur les
ensembles. On définit les nombres ordi-
naux a partir de I'idée d’ensembles bien
ordonnés. Un ensemble bien ordonné,
c’est un ensemble ou I'on a une relation
d’ordre qui permet de dire si un élément
est avant un autre : chaque fois qu’on
prend une partie non vide d'un ensemble
bien ordonné, cette partie a un premier
élément.

Dans la hiérarchie des ensembles, il
y ad’abord I'ensemble vide qui n’aaucun
élément : quel que soitI'élément x, x n'ap-
partient pas a 'ensemble vide. Ce qui est
difficile & concevoir, c’est que, la ou il n'y
arien, il y a quand méme un ensemble.
Il faut s'6ter de la téte qu’un ensemble est
une collection d'objets, parce qu’une col-
lection qui n’a aucun objet n'est pas une
collection.

L'ensemble vide est déja un ordinal,
I'ordinal zéro. On peut construire un
deuxiéme ensemble qui a pour seul élé-
ment I'ensemble vide. C'est 'ordinal 1.
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5. Le plus ancien texte mathématique chi-
nois comportant le symbole du zéro sous
forme d’un cercle est le Shushu jiuzhang de
1247. Le texte ci-dessus, le Siyuan yujian,
date de 1303. L’énorme intervalle entre le
zéro-cercle indien et le zéro-cercle chinois
militerait en faveur d’une influence indienne.

Ensuite on prend I’ensemble qui a
comme seul élément I'ensemble vide,
et 'ensemble vide, et I'on définit I'ordi-
nal 2.

Cette construction des nombres
entiers a partir de I'ensemble vide est
I'ceuvre du mathématicien américain d'ori-
gine hongroise, von Neumann. Les car-
dinaux sont des ordinaux particuliers :
chaque ordinal fini est un cardinal. A
chaque ensemble correspond un cardi-
nal qui compte combienily a d’éléments.
Sur les ensembles, on peut faire des
constructions qui singent les opérations
arithmétiques sur les nombres. On défi-
nit ces opérations sur les ensembles
d'abord, et les opérations sur les nombres
en découlent.

Ainsi, la somme disjointe des deux
ensembles est un nouvel ensemble dont
les éléments appartiennent a I'un ou a
'autre. Cette somme correspond sim-
plement aI'addition des nombres : sil'en-
semble A a pour cardinal a, si B a pour
cardinal b, le cardinal de la somme dis-
jointe est a + b. Cette transposition a
toutes les propriétés de I'addition et
peut étre étendue aux cardinaux infinis.
Similairement, le produit A x B de deux
ensembles A et B est 'ensemble des
couples qui ont deux composantes a ;
b, une composante a dans A, une com-
posante b dans B. Le cardinal de A x B
est le cardinal de A multiplié par le car-
dinal de B.

Une troisieme opération est I'expo-
nentiation : AB, A et B étant des
ensembles : c’est I'ensemble de toutes
les applications de B dans A qui, &
chaque élément de B, associe un élé-
ment de A. L'ensemble de ces applica-
tions est AB. Le cardinal de AB c’est le
cardinal de A a la puissance du cardi-
nal de B. Nous pouvons alors donner
un sens a 0% qui est le cardinal de
I'ensemble vide a la puissance de I'en-
semble vide : ce sont toutes les appli-
cations de I'ensemble vide dans
lui-méme. Comme il n'y en a qu’une,
00 est égal a 1.

D’AUTRES ZEROS

L'invention du zéro est une tres grande
découverte mathématique : tout un pan
des mathématiques est né de ce bouillon-
nement qui vient du zéro.

Sans le zéro, iln'y a pas de dérivées,
pas de calcul infinitésimal, pas d'inté-
grales. L'utilisation du zéro en tant qu’in-
finiment petit non nul est trés délicate,
et s'affine encore aujourd’hui. En géo-
métrie algébrique, on a besoin d'infini-
ment petits parce que les courbes
algébriques ont des tangentes. Il faut
savoir les construire, calculer dessus,
mais, en algébre, on ne peut pas tou-
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LES SYMETRIES BRISEES

Pascal Chossat

La symétrie, de simple conséquence
des lois physiques, est devenue
principe d’explication
dans des domaines aussi divers
gue les transitions de phase
ou la turbulence.

La théorie des brisures de symétrie
rend compte de la diversité
des phénomeénes en s’attachant
aux symetries perdues, «brisees»,
d’un état originel.

Elle donne une nouvelle compréhen-
sion de la genese des formes
dans la nature.

Voir bon de commande p. 98
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jours faire tendre une quantité vers zéro,
comme on le fait en analyse, parce qu’'on
ne calcule pas toujours avec des
nombres réels.

Il arrive alors que I'on utilise d’autres
regles : par exemple, en calculant
«modulo quelque chose», c’est-a-dire
en remplagant chaque nombre par le
reste de la division par un certain module.
Ainsi 3 est égal a 1 modulo 2 parce
que le reste de la division de 3 par 2
donne 1. Dans ce cadre, des éléments
dénommeés «nilpotents» jouent le rdle
du zéro. Ce sont, par exemple, des
éléments non nuls, mais dont le carré
est nul. On peut considérer que cet €
est un élément petit, parce que son carré
est nul. Quand on fait de I'analyse, on
dira € est petit, le carré est beaucoup
plus petit, on le néglige ; en algébre,
on dit € n'est pas nul, mais le carré de
€ est nul.

Ce type de calcul est facile a conce-
voir parce qu'’il est familier. Les compteurs
d’eau, les compteurs de kilometres des
voitures reviennent a zéro automatique-
ment quand ils dépassent un certain
nombre. Les Mayas avaient cette concep-
tion du calendrier : a la fin de 'année, ils
repartaient a zéro.

Examinons un exemple numérique :
dans le calcul modulo 9, chaque nombre
est remplacé par le reste de sa divi-
sion par 9 (C’est ce qu’on fait quand
on fait la preuve par 9). Trois est un
élément nilpotent : le nombre 3 n'est pas
nul, mais, modulo 9, 32, qui fait 9, est
égal a zéro.

UN ARGUMENT REALISTE?

Toutes ces belles propriétés sont-elles
inattendues? Ce qui estinattendu, c’est
gu’elles aient été indépendamment
découvertes par de multiples civilisa-
tions. Sont-elles le fruit de I'imagina-
tion humaine, comme l'affirment les
constructivistes, ou toutes les belles
caractéristiques du zéro reposent-
elles dans une caverne scintillante de
type Ali Baba qu'il nous appartient d’ex-
plorer, comme le pensent les réalistes ?
Le zéro pose toute la question de laréa-
lité des mathématiques et des difficul-
tés de sa définition.

Christian HOUZEL est mathématicien,
historien des mathématiques et pro-
fesseur a I'lUFM (Institut universitaire
de formation des maitres) de Paris.

Une retranscription de ce débat, enre-
gistré avec Emile Noél au Palais de la
Découverte, sera diffusée sur France
Culture le 9 octobre a 9 heures.
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Bieres

de pharaons

Les Egyptiens connaissaient le maltage.

es hiéroglyphes ont révélé que

les Egyptiens fabriquaient de la

biére, mais comment s’y prenaient-

iIs? Les provisions de route pour
l'au-dela, enterrées avec les défunts,vien-
nent de le dire : utilisant des résidus de
cette biere des biéres, I'archéologue Del-
wen Samuel, de I'Université de Cam-
bridge, a reconstitué les recettes des
brasseurs égyptiens.

On alongtemps cru que les Egyptiens
étaient des brasseurs primitifs : ils auraient
fait leur biére a partir de pate a pain trés
levée et peu cuite, qu'ils auraient dis-
persée dans I'eau, tamisée et fermen-
tée par les levures utilisées pour la
confection du pain. Comment tester cette
hypothése? Les résidus alimentaires
antiques étant trés bien conservés dans
le climat aride de 'Egypte (les micro-orga-
nismes ont besoin d’eau pour prolifé-
rer), les archéologues des années 1920
avaient utilisé le microscope optique pour
préciser la matiére premiére des bras-
seurs égyptiens : du blé emmer (Triti-
cum dicoccum) et de l'orge, utilisés soit
ensemble, soit séparément. Quels trai-
tements ces céréales subissaient-elles?

D. Samuel a complété les premieres
études par des analyses au microscope
électronique de tissus végétaux, de grains
d’amidon, de levures et d’autres micro-
organismes. Elle s’est surtout intéressée

Microsctructure d’un fragment de pain. On distingue des grains d’ami-
don de diverses tailles. Les grains ne présentent pas de signe de
déformation particuliére.
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aux grains d’'amidon des céréales retrou-
vées a Deir el-Medina, ou vivaient entre
I'an =550 et I'an —307 les ouvriers qui
construisaient les tombes de la Vallée
des rois ;d’autres échantillons analysés
provenaient d’Amarna, en Moyenne
Egypte. Les grains d’amidon étant modi-
fiés de facon caractéristique par les
traitements qu’on leur fait subir, I'ar-
chéologue britannique supposait que I'on
trouverait dans la morphologie des grains
antiques la clef des anciens procédés de
brasserie.

Les céréales sont composées de
grains d’amidon dans des enveloppes ;
les grains, eux, sont composés de deux
types de grosses molécules, I'amylose et
I'amylopectine, enchainement respecti-
vement linéaire et ramifié d’'un motif de
base qui est le glucose.

Quand des grains d’amidon sont
chauffés dans I'eau, 'amylose se dis-
sout dans la solution, et le reste des
grains gonfle, parce que I'eau s'intro-
duit par capillarité entre les molédcules.
Au microscope, on voit les grains gon-
fler, se replier et, finalement, fusion-
ner. Quand la quantité d’eau est limitée,
les grains ne sont pas complétement
dispersés, de sorte qu’ils conservent
une limite identifiable.

De surcroit, les enzymes des céréales
qui germent dissocient'amidon en molé-

Cellules de levure trouvées dans des résidus de biere trouvés dans
une poterie d’une tombe de I’Egypte antique. On apercoit des modi-

cules plus petites, les dextrines ou les
sucres élémentaires, ce qui crible la
surface des grains d’amidon de petites
cavités et creuse des galeries dans les
grains. Si les Egyptiens avaient obtenu
de la biére en dispersant seulement de
la mie de pain dans 'eau, les grains d’ami-
don auraient été simplement fusionnés,
mais comme ils étaient également atta-
qués, D. Samuel a conclu que les Egyp-
tiens pratiquaient une sorte de maltage
(le maltage moderne est 'opération qui
consiste a tremper de I'orge dans I'eau,
a provoquer la germination des grains,
puis a sécher ces derniers dans une
touraille).

Apparemment les Egyptiens mal-
taient et chauffaient d’abord les grains,
ce qui engendrait les sucres et des molé-
cules aromatiques par les réactions
dites de Malillard, entre les sucres et les
acides aminés. Puis ils mélangeaient
les grains maltés a des grains germés
et non chauffés et a de I'eau. La solu-
tion formée était ensuite décantée et
fermentée.

Quels ustensiles utilisaient-ils pour le
maltage ? Les archéologues, guidés par
les analyse au microscope, peuvent se
mettre en quéte. Quel goQt avait leur
biere? James Merrington, brasseur a
Newcastle, s’est fondé sur le procédé
retrouvé par D. Samuel : utilisant blé
emmer, coriandre etgenievre, il a obtenu
une biére plaisante, avec un goQt com-
plexe et puissant.Ce n’est peut-étre pas
une réplique des hiéres antiques, mais la
tentative était intéressante.

Hervé This

Prochain rendez-vous France Info et Pour
la Science, le XX octobre 1996, avec
la chronique Info Sciences de Marie-
Odile Monchicourt.
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fications sur plusieurs grains (b).
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