égal a 8, comme sur la figure, d = 1 et
e = 2. Les longueurs sont alors :
« américain : 2 + 14v5 = 33,30495...
. européen : 14 + 2V5 + 6V8 = 35,443...
. gavage : 14 + 7V5 + V53 = 36,9325...
Pouvons-nous étre certains que le
lagage américain soit toujours le plus
court? Un traitement algébrique précis
montre que si d et e sont non nuls et si
n estau moins égal & 4, alors les lacages
sont, dans 'ordre des longueurs crois-
santes : I'américain, I'européen et celui
dénommé gavage. Si n = 3, I'américain
est encore le plus court, mais les deux
autres sont égaux. Sin =2, alors les trois
lagages sont de méme longueur, mais
qui, autre qu’'un mathématicien, se pré-
occuperait d'un tel cas? Cette approche
algébrique est compliquée et ne nous
éclaire pas sur ce qui rend tel ou tel lagage
plus efficace.

L’APPROCHE
GEOMETRIQUE

Attaquant le probléme sous un autre
angle, J. Halton observe qu’un artifice
géomeétrique astucieux rend manifeste
gue le lagcage américain est le plus
courtdestrois. L'idée estinspirée de I'op-
tigue géométrique, I'étude des trajec-
toires des rayons lumineux.

Il'y a longtemps, les mathémati-
ciens ont découvert que la géométrie des
rayons lumineux peut étre rendue plus
lumineuse (c’est le cas de le dire) en appli-
quant de judicieuses réflexions pour
rendre rectilignes des trajectoires angu-
leuses. Par exemple, pour justifier la clas-
sique loi de la réflexion «l’angle de
réflexion est égal a celui d’incidence»,
on examinera un rayon lumineux frap-
pant un miroir et rebondissant sur celui-
ci. Si on envisage le symétrique de la
deuxiéme partie de la trajectoire par rap-
port au plan du miroir (voir la figure 2),
on obtient, avec la premiere partie, une
trajectoire percant ce plan et pénétrant
le monde d’Alice au-dela du miroir.

Suivant le principe du temps de par-
cours minimal, une propriété générale
desrayons lumineux énoncée par Pierre
de Fermat, une telle trajectoire doit
atteindre son but en un temps le plus
court possible, ce qui, ici, signifie qu’elle
doit étre un segment de droite. Dessi-
nons la normale au miroir au point d’'in-
cidence. Alors, I'angle noté m sur la figure
est égal a I'angle d’incidence i ; de plus,
les deux angles marqués x sont égaux,
mais m +x =90 degrés, et sir estl'angle
de réflexion, r + x =90 degrés. Par consé-
quent, m=r=1i.

J. Halton utilise une extension de
ces représentations géométriques pour
les trois types de lagcages. Il dessine un
diagramme (voir la figure 3) fait de 2N
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3. En utilisant la méthode de réflexion, on détermine quel
est le lagage le plus court a partir de considérations géo-
métriques. Les colonnes de numérotation impaire repré-
sentent les illets de gauche, les colonnes paires les
ceillets de droite. Ainsi la représentation du lagage est réflé-
chie a chaque ceillet. Le lagage américain est plus court
que le lagage européen, puisque, dans chaque petit tri-
angle (en gris), il suit un des c6tés au lieu des deux

autres.

colonnes d'ceillets espacées verticalement
d’une distance d. Deux colonnes suc-
cessives sont espacées d’'une distance
e (nous avons réduit la valeur de e, mais
la méthode fonctionne pour toutes les
valeurs de d et de e). La derniére colonne
représente la colonne des ceillets de
gauche, celle d'avant la colonne des ceillets
de droite, et ainsi de suite alternativement.
Les lignes polygonales zigzaguant
au travers du diagramme correspondent
aux lagages, mais avec un «truc» com-
plémentaire. Partant de I'ceillet du haut
agauche, on dessine le premier segment
dulagage en joignant, de droite a gauche,
la colonne 1 a la colonne 2, mais le
segment suivant sera tracé entre les
colonnes 2 et 3 au lieu de revenir de la
colonne 2 ala colonne 1, comme sur une
véritable chaussure : le segment réel est
reflété comme sila colonne d'ceillets était
un miroir. On continuera ensuite de
méme, chaque segment étant reflété
dans le miroir-colonne d’ou il part. Alors
le tracé zigzaguant entre deux colonnes
d’'ceillets est remplacé par une ligne
progressant toujours vers la gauche.
Les réflexions n'altérant pas la lon-
gueur d’'un segment, cette représenta-
tion a exactement la méme longueur que
le lagage effectif qu’elle représente, avec
un avantage supplémentaire toutefois :
il esta présent facile de comparer les lon-
gueurs des lagcages américain et euro-
péen. A part quelques segments ol ils
coincident, le lagage américain décrit un
cOté d'un petit triangle 1a ou le lacage
européen parcourt les deux autres cotés.
Comme la somme de deux cotés d'un tri-
angle est supérieure au troisieme coté,
puisque la ligne droite est le plus court
chemin entre deux points, le lagage amé-
ricain est, a I'évidence, le plus court.

oo¢odoo
oaopooo
o¢¢oooo
qwooooo
doo0000

4. Pour comparer le lagage européen et le
gavage, on élimine les segments communs
horizontaux. Les tracés réduits, reflétés sur
des miroirs horizontaux, montrent finalement
que le lagage européen est le plus court.

Il n’est pas aussi manifeste que le
gavage est plus long que le lagcage euro-
péen. La maniére la plus simple de rendre
cela clair est d’éliminer des deux tracés
tous les segments horizontaux (il y en a
n — 1 dans chacun d’eux, contribuant
donc, pour la méme longueur, aux deux
tracés) ainsi que les deux paires de
segments obliques de méme longueur.
Il en résulte deux représentations en
forme de V ; on décalera le lagcage euro-
péen pour gu'il parte de I'ceillet en haut
a droite. Si chaque parcours est a pré-
sent « redressé » par réflexion autour de
I'axe horizontal passant par la pointe du
V, il est alors clair que le lagage euro-
péen est le plus court, toujours parce
qu’un cété d’'un triangle est plus court
que la somme des deux autres.

LE PLUS COURT LACAGE

Ces astucieux artifices de réflexion
sont plus performants qu’on ne le pense.
J. Halton les utilise pour prouver que le
lagage américain en zigzag est le plus
courtde tous les lagages possibles. Plus
généralement, les lagages de chaussures
et 'optique a la Fermat sont des domaines
de la théorie mathématique des géodé-
siques, les courbes de plus court che-
min, dans diverses géométries. Les
réflexions dans des miroirs répondent a
des questions fondamentales en phy-
sique, et elles confirment I'absolue supé-
riorité de la méthode américaine de
lagcage des chaussures.
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