A sasortie de I’'Ecole normale supé-
rieure, Jacques Hadamard enseigne au
lycée Buffon jusqu’en 1893, pendant
qgu’il prépare sa thése, qu’il passe en
1892. Agé de 27 ans, ses travaux d’ana-
lyse révélent alors son génie.

Cette thése porte sur les proprié-
tés des séries de Taylor. Dans le cas
de I'ensemble des nombres réels, ces
séries sont des sommes de termes de
laformea,+a, x+a,x2+a; x>+ .. La
question essentielle, pour ces séries,
est de connaitre I'intervalle maximal
de centre x, (00 x, est un nombre réel)
pour lequel lasérie de Taylor converge
vers la valeur f(x) d’une
fonction f ; I’intervalle
maximal est nommé
intervalle de conver-
gence. Par exemple, a la
fonction exponentielle
f(x)=e* correspond la
série de Taylor de centre
0:1+Xx+x2/(1x2)+
x3/(1x2x3)+x/(1x2
x 3x4)+...pourun inter-
valle de convergence qui
est toute la droite des
nombres réels.

Hadamard s’intéresse
plutdt aux développe-
ments en série de Taylor
de fonctions holo-

vers I'infini, est aussi sa limite, égale
a 0, de sorte que le rayon de conver-
gence est infini. Il est incroyable qu’il
ait fallu attendre Hadamard pour obte-
nir ce résultat, alors que Taylor lui-
méme avait étudié les séries qui portent
aujourd’hui son nom. Toutefois Hada-
mard cherche surtout, a partir d’une
série de Taylor, a trouver des rensei-
gnements sur son prolongement ana-
lytique dans le reste du plan complexe.
Dans sa thése, Hadamard s’intéresse
aux fonctions que I’on peut prolon-
ger, dans tout le plan complexe, en
fonctions méromorphes. Les fonctions

Taylor et son prolongement analytique
deviendra labible de tous ceux qui s’in-
téressent au sujet.

Toutefois Hadamard est alors
enseignant de lycée, et il n’a aucune
idée de la difficulté relative des divers
sujets mathématiques ; il ne par-
vient pas a se mettre au niveau des
éléves. Le proviseur du lycée Buffon
envisage des sanctions, mais on sait
gu’Hadamard est un grand mathé-
maticien, si bien que, sa thése passée,
le rectorat lui confie un poste d’as-
sistant a I’'Université de Bordeaux ;
il y reste de 1893 a 1897.

Nouvelles fonctions,
nouveaux résultats ma-
thématiques : a Bor-
deaux, Hadamard s’in-
téresse aux fonctions
entiéres, c’est-a-dire aux
fonctions dont le déve-
loppement en série con-
verge dans tout le plan
complexe. Soucieux du
comportemental’infini
de telles fonctions, il
s’intéresse aux relations
entre trois quantités : la
décroissance a I'infini
des coefficients du déve-
loppement en série de
Taylor de la fonction

morphes, c’est-a-dire des
fonctions définies surun
ensemble ouvert du plan
des nombres complexes
et dérivables en tous
points de cet ouvert (les
nombres complexes sont
de laforme x +iy, ou x et
y sont des nombres réels,
etoUiesttelquei?=—1;
ils peuvent se représen-
ter par les points d’un
plan). Il trouve la formule du rayon de
convergence (le rayon du plus grand
disque du plan ou le développementen
série de Taylor converge) comme I'in-
verse de la limite supérieure, pour nten-
dant vers I'infini, de la racine n-ieme
des modules des coefficients de la série.

Par exemple, pour la fonction expo-
nentielle étendue aux nombres com-
plexes, le développement en série de
Taylor s’écrit, autour de I'origine : 1 +
2+72/(1x2)+23/(1 x2x3)+. Les
modules des coefficientssont1,1,1/2,
1/6, 1/24... A cette suite de nombres
correspond la suite de leurs racines n-
iemes, qui sont, pour n supérieur ou
égalal: W1,%/(1/2),3V(1/6)... Lalimite
supérieure de cette suite, quand ntend
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méromorphes sont des fonctions holo-
morphes dans un ensemble ouvert
du plan complexe, sauf en un nombre
discret de points qui sont des poles ;
les fonctions méromorphes tendent
vers I'infini en chacun de ces pdles.
Autour des poles, on exprime parfois
ces fonctions par une série, dite de Lau-
rent, qui comporte a la fois des termes
élevés a des puissances positives et
négatives : autour d’un pole z;, une
fonction f d’une variable complexe z
‘écri g -z YK+ L+ =
e g i
0. -1 0. 0 1 0. 2
Z,)? + a, (z-2,)° + ... La série tend vers
I'infini au point z, si le coefficient a
est non nul ; I’'ordre du pdle est alors
k. La publication intitulée La série de

autour de l'origine ; la
croissance du maximum
du module de la fonc-
tion sur des cercles
concentriques, centrés
sur I’origine, de rayon
tendant vers I’'infini (les
fonctions étudiées asso-
cient un nombre com-
plexe f(z) achaque nom-
bre complexe z ; si on
écrit f(z) sous la forme
x + iy, leur module est égal aV(x2+y?);
et la répartition des zéros de la fonc-
tion dans le plan complexe (les zéros
sont les points ou la fonction s’annule).

Les nombres premiers

Ce travail, qui lui vaut le Grand Prix
des sciences mathématiques, le conduit
vers la théorie des nombres, avec un
théoréme qui donne la répartition
des nombres premiers. Le mathéma-
ticien allemand Bernhard Riemann
(1826-1866) avait introduit une fonc-
tion nommeée fonction dzéta qui, a un
nombre complexe z, associe lasomme
1/12 + 1/2* + 1/3% +... Bien aupara-
vant, le Suisse Leonhard Euler (1707-



1783) avait observé que cette somme
est égale au produit de termes de la
forme 1/(1-1/p?), ou les p sont les
nombres premiers : Euler jetait ainsi
un pont entre la géométrie analytique
et la théorie des nombres. Reprenant
le probléeme, Riemann observa que tous
les zéros de la fonction autres que -2,
-4, -6, -8... semblaient avoir une par-
tie réelle égale a 1/2 (voir la figure 5).
Mieux encore, dans le cas ou cette hypo-
thése (aujourd’hui nommeée conjecture
de Riemann) serait exacte, alors le
nombre de nombres premiers inférieurs
a un nombre n serait de I’ordre de
n/log(n), pour les valeurs de n tendant
vers l'infini.

Hadamard est géné par la conjec-
ture de Riemann, qui est indémon-
trée (elle a été vérifiée par ordinateur
pour plusieurs millions de zéros, et le
mathématicien britannique Godfrey
Hardy a démontré qu’une infinité de
zéros de dzéta a 1/2 comme partie
réelle, mais elle reste indémontrée) ;
aussi cherche-t-il un moyen de démon-
trer le théoréme de la répartition des
nombres premiers qui s’en affranchisse.
Il le trouve, en fondant
son étude sur des résul-
tats moins ambitieux,
mais démontrés, asavoir
que la fonction dzéta ne
s’annule jamais pour les
nombres complexes de la
forme 1 + iy, ou y est un
nombre réel quelconque.
Puis, a I'aide de cette
ingénieuse astuce, il
démontre le théoreme de
répartition des nombres
premiers (le méme théo-
reme est également
démontré par Charles-
Jean de la Vallée-Poussin,
a Louvain).

Naturellement ce
théoréme ne donne
qu’une place approchée
du n-iéme nombre pre-
mier, et la position exacte
des nombres premiers ne
pourrait étre donnée que
par une série infinie. Pou-
vait-on trouver cette
série? Hadamard se
convainc qu’il faudrait
disposer d’une démons-
tration de I’hypothese de
Riemann. Il poursuitson
étude et trouve un théo-
reme de symétrie de la
fonction dzéta. Son

[snetion,

+a, 7%+ ...

mémoire est, a nouveau, couronné par
I’Académie des sciences.

Ses remarquables capacités ainsi
reconnues, il est nommé maitre de
conférences a la Sorbonne, en 1897. A
ce poste, qu’il occupe jusqu’en 1909,
il poursuit I’étude des fonctions de la
variable complexe et obtient trés rapi-
dement ce que I’'on nomme aujourd’hui
le théoréeme du minimum de Hada-
mard : pour toute fonction f d’une
variable complexe z, il existe une suite
de cercles centrés sur I'origine et de
rayon tendant vers I’'infini, sur lesquels
le minimum du module de la fonc-
tion est du méme ordre de grandeur
que I'inverse du maximum du module
de la fonction.

Par exemple, pour la fonction
f(z) = €%, le maximum du module sur
le cercle de rayon r est e, tandis que
le minimum du module est e ; dans
cet exemple, le minimum du module
estexactement égal a I'inverse du maxi-
mum du module (e est égal a 1/¢"),
et la relation est vraie pour tous les
cercles, car la fonction e? ne s’annule
jamais. Cependant, pour d’autres fonc-
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3. L’UN DES PREMIERS RESULTATS notables d’Hadamard porte sur des
fonctions données par des séries de Taylor, de la forme a, + 8, Z + a, 72

ppement s

tions, seul le résultat donné par le théo-
réme du minimum subsiste.

Puis, en 1898, un an seulement
apres sa nomination, il étudie les sur-
faces de courbure totale négative ayant
un nombre fini de nappes s’étendant
jusqu’a l’infini (un cylindre d‘axe ver-
tical, par exemple, est une surface a
deux nappes: un point peut partir vers
I’infini soit vers le haut, soit vers le
bas ; sa courbure est nulle).

Pour cette étude, il consideére les géo-
désiques, c’est-a-dire les courbes ana-
logues aux grands cercles de la sphére.
Sur ces surfaces a courbure totale néga-
tive (chacun de leurs points estanalogue
a une selle de cheval), les géodésiques
sont de trois types : soit elles sont fer-
mées ou asymptotiquement proches de
courbes fermées ; soit elles s’étendent
al’infini enrestantsur une des nappes;
soit des segments entiers de ces géo-
désiques s’approchent successivement
d’une série de géodésiques fermées, la
longueur de ces segments croissant jus-
gu’al’infini. Hadamard analyse les pro-
priétés de I’ensemble des tangentes aux
géodésiques.

Hadamard passe
ainsi a la topologie. En
fait, il mene plusieurs
études de front, puisque,
en 1903, il publie ses
Lecons sur la propagation
des ondes et les équations de
I’hydrodynamique : depuis
ses contacts avec le phy-
sicien Pierre Duhem, a
I’'Université de Bordeaux,
Hadamard s’intéresse a
la physique.

A propos de la pro-
pagation des ondes et de
I’équation des ondes, il
met en évidence les
comportements diffé-
rents des ondes dans des
espaces de dimensions
différentes, montrant
notamment une diffé-
rence importante entre les
dimensions paires et
impaires : dans les es-
paces de dimension im-
paire, tel le n6tre, le son
quiestémisapartird’un
point rayonne en restant
sur une spheére dont le
rayon croita vitesse régu-
liere (la vitesse du son) ;
en revanche, dans les
espaces de dimension
paire (un plan, par
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