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le rapport de π(n) et de n/log(n) doit
tendre vers 1, quand n tend vers l’in-
fini. C’est cet énoncé que l’on nomme
le théorème des nombres premiers.

Un siècle après Euler, en 1837, Peter-
Gustav Lejeune-Dirichlet réussit à
généraliser en profondeur le raison-
nement du mathématicien suisse pour
démontrer l’existence d’une infinité de
nombres premiers dans toute pro-
gression arithmétique a.n + b, où a et
b n’ont pas de facteur commun : par
exemple, il existe une infinité de
nombres premiers dans la suite 7, 12,
17, 22, 27, 32, 37... parce qu’elle s’écrit
5n +7, 5 et 7 étant premiers entre eux.

Si ce résultat n’apporte rien en ce
qui concerne le théorème des nombres
premiers, le mémoire de Dirichlet repré-
sente un progrès méthodologique consi-
dérable, notamment parce qu’il
inaugure l’utilisation en arithmétique
des séries dont le terme général est la
somme, pour n compris entre 1 et l’in-
fini, de termes an/nz (z est un nombre
complexe) et qui sont aujourd’hui nom-
mées séries de Dirichlet.

Le pas suivant est fait par Pafnouti
Lvovitch Tchébychef, dans deux
mémoires parus en 1852. Il montre que
la formule de Legendre ne peut pas
être asymptotiquement vérifiée quand
n tend vers l’infini : la constante 1,08366
doit être remplacée par 1 et, en un cer-
tain sens, seul le logarithme intégral per-
met d’approcher correctement π(n). Pour
compter le nombre de nombres pre-
miers, il définit la fonction θ (n) égale à
la somme des logarithmes des nombres
premiers inférieurs à n. Puis il donne
des encadrements numériquement
explicites deθ(n), dont une conséquence
frappante est le postulat de Bertrand :

pour n supérieur à 3, il existe toujours
un nombre premier supérieur à net infé-
rieur à 2n – 2 (par exemple, entre 6 et
10, on trouve le nombre premier 7).

En 1859 paraît l’article de Bernhard
Riemann Ueber die Anzahl der Prim-
zahlen unter einer gegebenen Grösse («Sur
le nombre des nombres premiers infé-
rieurs à un nombre donné») : en
quelques pages, Riemann établit un
programme de travail pour les décen-
nies à venir ; il montre l’importance
fondamentale de la série de Dirichlet
dont les coefficients sont tous égaux à
1 : 1 + 1/2z + 1/3z + 1/4z ... L’idée
nouvelle est d’étudier cette fonction
(aujourd’hui nommée fonction dzêta,
ζ) dans le plan des nombres complexes :
Riemann montre qu’elle a alors de
remarquables propriétés de symétrie,
et il étudie les nombres complexes z qui
vérifient ζ(z) = 0 (ce sont les «zéros» de
la fonction dzêta), en écrivant une for-
mule qui relie la fonction π et ces zéros.

Les démonstrations sont seulement
esquissées, mais Riemann établit une
nette différence entre les assertions pour
lesquelles il a réuni un faisceau d’ar-
guments qui lui semblent suffisants,
et qui seront effectivement démontrés
avant la fin du XIXe siècle, et une conjec-
ture selon laquelle les zéros de partie
réelle positive ont tous une partie réelle
égale à 1/2 : «Il serait à désirer, sans
doute, que l’on eût une démonstra-
tion rigoureuse de cette proposition ;
néanmoins j’ai laissé cette recherche de
côté après quelques rapides essais
infructueux, car elle paraît superflue
pour le but immédiat de mon étude».
C’est l’hypothèse de Riemann, qui est
aujourd’hui le problème ouvert le plus
célèbre des mathématiques.

L’article de Riemann a eu une pro-
fonde influence sur le développement
des mathématiques. Pour démontrer
les affirmations qu’il contient, il a fallu
mettre au point des pans entiers d’ana-
lyse mathématique. Ainsi, la théorie
des fonctions entières, c’est-à-dire des
séries qui convergent dans tout le plan
complexe, s’édifie à partir de 1876 avec
les travaux de Carl Weierstrass (1815-
1897), d’Edmond Laguerre (1834-1886),
de Henri Poincaré (1854-1912), et de
Jacques Hadamard, qui obtient le
Grand Prix des sciences mathéma-
tiques avec son mémoire Étude sur les
propriétés des fonctions entières, et en par-
ticulier d’une fonction considérée par Rie-
mann, paru en 1893.

Dans son mémoire de 1893, Hada-
mard démontre la décomposition de
la fonction dzêta en produit de facteurs
qui dépendent de ses zéros, ce qui, au
vu de l’écriture de dzêta comme pro-
duit eulérien, établit une correspon-
dance remarquable entre les nombres
premiers et les zéros de la fonction dzêta.

En 1895, H. von Mangoldt en déduit
une formule explicite pour la fonc-
tion de Tchébychef θ(n). Malheureu-
sement, sans information suffisante sur
la répartition des zéros de la fonction
dzêta, on ne peut en déduire la rela-
tion asymptotique qui constituerait le
théorème des nombres premiers.

Il appartient à Hadamard et à la Val-
lée-Poussin de conclure. Chez l’un
comme chez l’autre, la démonstration
comporte deux parties : d’abord prou-
ver que la fonction dzêta n’a pas de zéro
dont la partie réelle serait égale à 1 ;
puis en déduire le théorème des
nombres premiers. En revanche, les
deux mathématiciens parviennent à ces
fins par des raisonnements très diffé-
rents. L’assertion concernant les zéros
de la fonction dzêta est l’objet d’une
démonstration courte et élégante, par
Hadamard.

Un siècle après, où en est la théo-
rie des nombres premiers? Tout
d’abord, il a fallu exposer les résultats
de 100 années de recherche et les ordon-
ner en une théorie cohérente. En 1909,
Edmund Landau développe en un mil-
lier de pages les conquêtes du XIXe

siècle, en y incorporant de nombreux
résultats et simplifications. En 1932,
A. Ingham fait preuve de plus de conci-
sion et insiste sur les avancées impor-
tantes du premier tiers du XXe siècle.

Ensuite a lieu une importante
réflexion critique sur les démonstra-
tions originales de 1896 : les seuls élé-
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Le nombre de nombres premiers entre 1 et un nombre quelconque n est approximativement
égal à n/log(n) (croix vertes) ; le quotient de ces deux nombres tend vers un (droite bleue).
Cette loi constitue le théorème des nombres premiers. Il fut démontré par Jacques Hada-
mard et Charles-Jean de la Vallée-Poussin, en 1896.
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ments nécessaires à l’énoncé du théo-
rème des nombres premiers sont l’arith-
métique élémentaire et la notion de
limite de l’analyse réelle. Il était donc
naturel de chercher une démonstration
élémentaire de ce théorème ; après une
contribution importante de Norbert
Wiener en 1932, comme corollaire de
sa théorie générale, c’est en 1949 qu’on
eut la réponse, positive, par Paul Erdös
et Atle Selberg.

Une deuxième question fonda-
mentale est de discerner parmi les pro-
priétés des nombres entiers celles qui
sont essentielles pour obtenir la loi de
répartition des nombres premiers. Arne
Beurling a ainsi fondé en 1938 la théo-
rie des nombres premiers généralisés
et des nombres entiers généralisés : les
nombres premiers généralisés sont
les suites de nombres réels tendant vers
l’infini, et les nombres entiers généra-
lisés sont les nombres réels que l’on
forme en multipliant entre eux les
nombres premiers généralisés. A. Beur-
ling a établi que les nombres premiers
généralisés vérifient le théorème des
nombres premiers quand les nombres
entiers généralisés ont une réparti-
tion suffisamment régulière.

Après Hadamard et la Vallée-Pous-
sin, de nombreux mathématiciens ont
tenté de dessiner les limites de la régu-
larité de la répartition des nombres
premiers. Le premier théorème d’os-
cillation fut l’œuvre de John Littlewood
qui, en 1914, infirma une conjecture
de Gauss en démontrant que π(n) – li(n)
change de signe une infinité de fois
quand n tend vers l’infini. Plus récem-
ment, dans les années 1980, Helmut
Maier a montré que la densité des
nombres premiers entre n et n + log(n)s

n’est pas équivalente à 1/log(n) quand
n tend vers l’infini, cela pour tout
nombre s fixé.

Notre siècle a surtout revisité le
crible d’Ératosthène et précisé consi-
dérablement le théorème de Diri-
chlet sur la progression arithmétique.
Toutefois, 138 ans après sa formula-
tion, l’hypothèse de Riemann, indé-
montrée, reste un obstacle au
développement de la théorie des
nombres premiers.
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