1. LE PROBLEME DES LOGICIENS

Chaque logicien ignore s'il porte une croix rouge ou noire dans le dos. Les croix ont été choisies au hasard. Chaque
logicien doit voter pour indiquer s'il pense que le nombre total de croix rouges est pair ou impair. La réponse majoritaire
peut étre bonne ou fausse. Si elle est bonne, tous les logiciens sont libérés ; sinon, ils restent emprisonnés.

Est-il possible pour les logiciens de voter de telle facon que plus d'une fois sur deux ils soient libérés ? Oui, en
appliquant la regle détaillée ci-dessous.
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Je vote en faisant I'hypothése que j'ai dans le dos Si je vois devant moi autant de croix noires que de
une croix de la couleur majoritairement présente, ici croix rouges, je vote en faisant I'hypothese que j'ai
une croix de couleur rouge (ici, je me trompe). dans le dos une croix rouge (ici, j'ai raison).
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a) Dans 1 cas sur 32, toutes les croix sont rouges.

Tous les votes individuels sont corrects. Le vote majoritaire
est correct. Au total, 5 votes corrects.

b) Dans 5 cas sur 32, il y a 1 croix noire et 4 croix rouges.
Chacun de ces cas donne 4 votes corrects et 1 vote incorrect.
Le vote majoritaire est correct dans les 5 cas.

Parmi les 25 votes individuels, 20 votes sont corrects

et 5 sont incorrects.

c) Dans 10 cas sur 32, il y a 2 croix noires et 3 croix rouges.
Chacun de ces cas donne 3 votes corrects et 2 votes incorrects.
Le vote majoritaire est correct dans les 10 cas.

Parmi les 50 votes individuels, 30 votes sont corrects

et 20 sont incorrects.

d) Dans 10 cas sur 32, il y a 3 croix noires et 2 croix rouges.
Chacun de ces cas donne 5 votes incorrects.

Le vote majoritaire est incorrect dans les 10 cas.

Les 50 votes individuels sont incorrects.

e) Dans 5 cas sur 32, il y a 1 croix rouge et 4 croix noires.
Chacun de ces cas donne 4 votes corrects et 1 vote incorrect.
Le vote majoritaire est correct dans les 5 cas.

Parmi les 25 votes individuels, 20 votes sont corrects

et 5 sont incorrects.

f) Dans 1 cas sur 32, toutes les croix sont noires. ®
Tous les votes individuels sont corrects. Le vote majoritaire

est correct. Au total, 5 votes corrects.
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Sur les 32 x 5 =160 votes exprimés dans les 32 cas possibles, on a 80 votes corrects, 80 votes incorrects, mais, sur les
32 votes, le vote majoritaire est incorrect dans seulement 10 cas.
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these», et que I'autre moitié a peu prées
adopte la méthode symétrique :

B. «Si je vois devant moi autant de
Croix noires que de croix rouges, je vote
en faisant 'hypothese que j'ai dans le dos
une croix noire. Sinon, je suppose que
jai dans le dos une croix de la couleur
majoritairement présente devant moi et
je vote conformément a cette hypothése.»

Que se passe-t-il alors? Dans le
cas 1, rien de changé. Dans le cas 2, il
suffit qu’un seul porteur de croix rouge
joue B plutdt que A pour que le vote majo-
ritaire soit mauvais. Et donc, sauf excep-
tion, le cas 2 sera défavorable. Le cas 3
est de méme défavorable, sauf hasard
exceptionnel (1 fois sur 2").

Par rapport a notre calcul précé-
dent, il faut maintenant doubler le nombre
de cas défavorables. Il n'est plus aussi
clair que la méthode soit intéressante.
Un petit calcul montre cependant que,
si le nombre de logiciens est supérieur
a 7, alors la stratégie décrite est favo-
rable aux logiciens. Rien d'important n'est
donc changé siles logiciens n'ont pas eu
la possibilité de s’entendre préalable-
ment a I'épreuve.

LA JUSTE MAJORITE

Reste une question : pourquoi le rai-
sonnement présenté dans I'énoncé est-
il faux? La réponse est liée a une
remargque que connaissent bien les
hommes politiques francais : quand
une élection se fait en plusieurs endroits,
pour gagner la majorité, il n'est pas néces-
saire d’avoir plus de voix que l'adver-
saire, mais d’en avoir un peu plus dans
la majorité des sites. On peut méme avoir
au total moins de voix que son adver-
saire et gagner la majorité des élections,
donc, par exemple, emporter une mai-
rie dans une ville ou I'on a moins de
voix que I'opposition (Gaston Defferre,
il y a quelques années, par un judicieux
découpage des arrondissements de Mar-
seille, avait réussi ce bel exploit).

Dans notre histoire, quand on évalue
la probabilité de gagner, c’est comme s'il
y avait plusieurs votes (un pour chaque
tirage au sort de la répartition des croix
rouges ou noires), et il est bien exact
gu’une fois sur deux, lors du déroulement
de tous les scrutins possibles, la réponse
gu’un logicien propose est fausse. Tou-
tefois, cela n’entraine pas que le vote
général est faux une fois sur deux, car
lorsque le vote est bon, la majorité est
souvent faible, alors que, lorsque le
vote est mauvais, ce sont beaucoup de
votants qui se sont trompés (dans cer-
tains cas, 100 pour cent).

Pour vous convaincre de cela, vous
pourrez examiner le cas de cing logiciens
de la figure 1.
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2. VOTES MAJORITAIRES MALHEUREUX
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En conclusion, dans une série d'élec-
tions, pour gagner une majorité de fois,
ce qui est important ce n’est pas d’avoir
la majorité de tous les suffrages qui
sont exprimés au total, mais d’avoir une
majorité de fois la majorité, ce qui est
bien différent et ce qui est possible, méme
si, en cumulant les résultats de toutes les
€élections, on est minoritaire.

Nos logiciens, grace a leur intelli-
gence, réussissent a avoir raison col-
lectivement plus souvent qu’ils n’ont
raison individuellement. Cette remar-
quable propriété de leur procédé de vote
est peut-étre celle qu’ont recherchée
les concepteurs du Scrutin majoritaire a
deux tours des élections législatives fran-
caises. Celui-ci, on le sait bien, en défa-
vorisant les partis extrémistes et
démagogues, conduit a des résultats
ou les électeurs choisissent collective-
ment un bien plus grand nombre de fois
de rester modérés qu'ils ne le choisis-
sent individuellement. Ce probléme de
vote est d0 a J. Aspnes, R. Beigel,
M. Furst et S. Rudich et m’a été signalé
par Gilles Brassard, de I'Université de
Montréal.

2. L’ABSURDITE DU VOTE
AU PLUS FORT RESTE

Examinons comment se déroule un vote
au scrutin proportionnel de liste au plus
fort reste. Il y a n électeurs et m repré-
sentants a élire ; chaque électeur choisit
une liste qui comporte m noms. Il est de
bon sens de vouloir que les listes ayant
recu le plus de votes aient le plus d’élus.

Dans une premieére phase du
dépouillement, on compte le nombre de
bulletins obtenus par la liste A, et I'on
désigne par a ce nombre. On divise le
produit a.m par n, ce qui donne le quo-
tient g etlerester:am=gq.n +r, et
I'on attribue q sieges a la liste A (pris
bien sir en téte de la liste classée A).

On fait de méme pour chacune des
autres listes.

L'idée justifiant ce calcul est que, (i)
chaque électeur vote pour m représen-
tants, et donc que son bulletin exprime
en fait m voix (d’ou le calcul de a.m) et
que, (ii) des qu'une liste a obtenu n voix,
elle gagne un siége (d’'ou le calcul du
quotienta.m =q.n +r). Dans la seconde
phase, on attribue les postes restants
aux listes qui ont les plus forts restes
dans I'ordre décroissant des restes
calculés. Voici maintenant I'énoncé de
I'énigme tirée du Sixieme championnat
international des jeux mathématiques. Il
y a trois listes et sept représentants a
élire. Lors du dépouillement, on compte
102 bulletins et I'on attribue deux sieges
alaliste A, deux a la liste B et trois a la
liste C. On découvre alors une double
erreur : d'une part, ce n'est pas sept mais
huit siéges qu’il faut pourvoir et, d’autre
part, un bulletin était resté dans 'urne
en faveur de la liste A. Aprés correc-
tion, la liste A perd un siége. Cela est
paradoxal, puisqu’il y a un sieége de
plus a pourvoir et un bulletin de plus en
faveur de la liste A. Sachant qu’il n’y avait
ni bulletin blanc, ni bulletin nul, trouvez
le nombre de bulletins en faveur de cha-
cune des listes.

Solution
En procédant par tdtonnement, on
découvre qu'il y a 21 bulletins pour A,
34 pour B et 48 pour C. En effet, cela
répond bien au probléme.

Lors du premier calcul (un siege et
un bulletin oublié), on obtient : 20 x 7 =
1x102+38;34x7=2x102+ 34;
48 x 7 = 3 x 102 + 30, ce qui donne
donc deux sieéges pour A (un directement,
puis un par la regle du plus fort reste),
deux pour B et trois pour C.

Lors du second calcul, on obtient :
21 x8 =1 x 103 +65; 34 x 8 =
2x103+66;48x8=3x103+ 75, ce
qui donne donc un siege pour A, trois
pour B (deux directement, puis un grace
aux restes) et quatre pour C (trois direc-
tement, puis un grace aux restes).

Malgré le siege supplémentaire a
pourvoir et le bulletin ajouté en faveur de
la liste A, celle-ci, aprés correction, a
perdu un siege!

3. LE VOTE
PAR TELEPHONE

Cing personnes dans cing pays diffé-
rents doivent voter pour ou contre une
certaine motion. Il leur estimpossible de
se déplacer, et elles doivent donc expri-
mer leur choix par téléphone (ou par
courrier électronique). Elles ne veulent
faire intervenir aucun tiers, méme pas
pour compter les votes de chacun, et
souhaitent absolument que les votes res-
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