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tal pour les sociétés qui produisent des
microprocesseurs ou dans le domaine
de la fiabilité des programmes. Aujour-
d'hui, les industriels utilisent des logi-
ciels dérivés de ces programmes de
démonstration automatique. Le Centre
national d'études spatiales, le Centre
national d'études des télécommunica-
tions et l 'Aérospatiale, en relation
avec des universitaires et des cher-
cheurs du CERT-ONERA de Toulouse,
par exemple, mettent en œuvre de
tels développements.

En intelligence artificielle, les logi-
ciels systèmes experts qui tentent d'éga-
ler les experts de domaines particuliers
(médecine, détection et identification
de pannes, conseil en placements bour-
siers, etc.) comportent des mécanismes
de raisonnement appelés moteurs d'in-
férences qui proviennent en grande par-
tie des recherches en démonstration
automatique. De même, les langages
d'interrogation des bases de données
exploitent, pour répondre aux requêtes
des utilisateurs, des mécanismes de
calcul issus de la démonstration auto-
matique.

Le langage de programmation Pro-
log, inventé à Marseille par Alain Col-
merauer et Philippe Roussel en 1972,
est très prisé pour le développement
d'applications en intelligence artificielle.
Il est conçu autour d'un mécanisme tiré
d'un démonstrateur de théorèmes. La
puissance de ce langage provient de
cette origine et en explique la caracté-
ristique principale : écrire un programme
Prolog ne consiste pas à donner des
ordres à l'ordinateur (principe de la pro-
grammation classique, dite impérative),
mais à décrire un problème que le lan-
gage se chargera de résoudre (principe
de la programmation déclarative).

De plus, en mathématiques, les
démonstrateurs de théorèmes sont sou-
vent les composants de base des véri-
ficateurs de preuves.

VÉRIFIER SANS RÉPIT

Les erreurs en mathématiques sont fré-
quentes et, parfois, passent inaperçues
de longues années. Dans le cas du théo-
rème des quatre couleurs, par exemple,
des mathématiciens ont publié à deux
reprises des preuves incorrectes, et
deux fois l'erreur est restée ignorée
durant plusieurs années. Les exemples
de démonstrations fausses sont innom-
brables en mathématiques. On peut
penser que les parties centrales des
mathématiques sont exemptes de telles
erreurs, car leurs résultats ont été
contrôlés par de nombreux mathéma-
ticiens, et ont été recoupés. En
revanche, dans les domaines avan-

cés de recherche où peu de mathé-
maticiens travaillent, une erreur peut
rester ignorée longtemps, voire indéfi-
niment si le résultat faux, trop en marge,
n'est jamais utilisé. Les démonstrations
fausses ou incomplètes de résultats
justes, quoique moins ennuyeuses, sont
aussi légion, et leur détection est encore
plus délicate.

Il est naturel de vouloir être certain
que les preuves mathématiques pro-
posées par les mathématiciens sont
bonnes. Cela pourrait être accompli
en les soumettant au verdict impartial
des machines. Cette idée a déjà conduit
à la vérification de théorèmes mathé-
matiques classiques.

Le projet AUTOMATH de N.G. de
Bruijn, dès les années 1970, validait
une partie du célèbre livre sur les fon-
dements de l'analyse du mathématicien
allemand Edmund Landau. 

D'autres projets ont permis la véri-
fication de preuves non triviales dont
voici une liste très partielle :

– le théorème de Cantor sur le car-
dinal de l'ensemble des parties d'un
ensemble (et qui indique qu'il y a plu-
sieurs types d'infinis) ; 

– le théorème des valeurs inter-
médiaires en analyse (qui dit qu'une
fonction d’une variable continue qui
prend les valeurs a et b prend aussi
toutes les valeurs entre a et b) ;

– le théorème du point fixe de
Banach (qui indique que, lorsque vous
froissez une feuille de papier et la remet-
tez dans le périmètre qu'elle occupait
avant, alors, au moins un point est exac-
tement au dessus de l'endroit qu'il occu-
pait auparavant) ;

– le théorème de Wilson en arith-
métique (qui stipule que p est un nombre
premier, si et seulement si (p – 1)!+1
est divisible par p) ;

– l'indécidabilité de l'arrêt d'un pro-
gramme, démontrée en 1936 par Turing.

En France, le projet COQ propose
ainsi un système puissant pour la for-
malisation et la vérification de démons-
trations dans des domaines variés
des mathématiques. Malgré ces suc-
cès obtenus et les incontestables pro-
grès de ces dernières années, re-
connaissons que peu de mathémati-
ciens utilisent les programmes mis à
leur disposition pour vérifier leurs
démonstrations.

C'est que ceux-ci ne sont pas assez
commodes, pour ce que le mathéma-
ticien ordinaire produit quotidienne-
ment : les étapes de codage et de
formalisation pour obtenir la vérification
par l'ordinateur des résultats mathé-
matiques nécessitent une patience et
une familiarité qui, finalement, les réser-
vent à quelques spécialistes. L'utilité

de ces systèmes d'aide aux mathéma-
ticiens ne fait pourtant aucun doute, car
ils permettraient de valider plus rapi-
dement les preuves produites, d'en déri-
ver des versions testables sur d'autres
systèmes (vérifier une preuve plusieurs
fois ne consisterait plus à la lire, mais
à la faire passer dans des vérifica-
teurs automatiques différents), et libé-
rerait le mathématicien de certaines
parties pénibles de son travail.

C'est pourquoi un projet internatio-
nal appelé QED (des trois mots quod
erat demonstrandum, qui signifient «ce
qu'il fallait démontrer») tente de se
mettre en place depuis 1994. Son but
est très ambitieux, et ses promoteurs
le comparent à la rédaction du traité
général de mathématiques de Bourbaki
entreprise il y a quarante ans en France.
Il s'agit de faire coopérer tous les spé-
cialistes du domaine, de façon à accé-
lérer les progrès. 

La capacité à découvrir de nouvelles
démonstrations non triviales et à véri-
fier celles produites par les mathéma-
ticiens a atteint un niveau intéressant ;
d’après les tenants du projet, tous les
mathématiciens l’utiliseront d'ici peu.

Avec le succès récent de Deeper-
Blue sur Gary Kasparov, le 11 mai 1997,
dans une compétition en bonne et due
forme, et malgré les commentaires
sceptiques qu'il a provoqués (voir Pour
la Science, juin 1997), nous assistons
à la naissance d'une intelligence artifi-
cielle aux capacités spécialisées, mais
dont on ne peut plus dire qu'elle échoue
dans tout ce qu'elle entreprend.
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A ux environs de Tabarka, au Nord-
Ouest de la Tunisie, la mer est
bordée de falaises qu’elle taille
dans d’anciennes dunes littorales.

Formées il y a 30 000 ans, ces dunes
apportées par le vent ont ensuite été
consolidées par un ciment calcaire. Elles
sont trouées par un grand nombre de
cheminées, cylindres remarquable-
ment réguliers et verticaux. Le diamètre
moyen de ces perforations est d’une tren-
taine de centimètres, et leur profondeur
est souvent supérieure à un mètre (le
marteau qui figure sur les photographies
a une longueur d’environ 30 centimètres).
Leurs parois sont tapissées d’un enduit
calcitique de quelques centimètres
d’épaisseur (flèches sur la photographie
ci-dessous), et elles sont bourrées de
sables rouges.

Quelle est l’origine de ces chemi-
nées? L’explication la plus courante y
voit les empreintes «en creux» de troncs

Cheminées de sable

DISSOLUTION
DU CALCAIRE

ENDUIT
CALCITIQUE

DÉPÔT 
DU CALCAIRE

SABLE
ALTÉRÉ

SOL
INFILTRATIONS

D'EAU ACIDIFIÉE

n’est pas le cas. En outre, la couleur du
sable qui remplit les cheminées reste
inexpliquée et le fait que, souvent, les
arbres ne poussent pas rigoureusement
verticaux, mais légèrement penchés, est
négligé.

Des arbres sont bien à l’origine de
ces cheminées, mais ils étaient situés
à la surface des anciennes dunes après
leur consolidation, pas à l’intérieur. L’al-
tération climatique de la surface des
dunes a en effet créé un sol où des
arbres ont poussé. L’eau de pluie, aci-
difiée par la présence d’arbres à longue
durée de vie et à troncs épais, a dis-
sous préférentiellement le ciment cal-
caire en dessous (voir le schéma).
Les cheminées ainsi formées ont
ensuite été comblées par les produits
d’érosion du sol, rougis par l’oxyda-
tion des minéraux ferrugineux présents
en surface.

Roland PASKOFF

d’arbres, tels des palmiers, enfouis sous
les sables dunaires : la consolidation ulté-
rieure des sables aurait conservé ces
empreintes après la décomposition des
végétaux. Toutefois, la présence d’arbres
progressivement enfouis par les sables
aurait perturbé la stratigraphie, ce qui
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UNE RÉFLEXION INTERNE TOTALE sur l’interface de la
gaine et de l’âme oblige la lumière à rester dans cette der-
nière. Selon les lois de Descartes, le sinus de l’angle
entre le rayon lumineux transmis et la perpendicu-
laire à l’interface est égal au sinus de l’angle du
rayon incident multiplié par le rapport des
indices. Comme ce dernier est supérieur à
un (l’indice de la gaine est inférieur à celui
de l’âme), aucun rayon lumineux n’est
transmis lorsque le rayon incident
est assez rasant (en rouge). Un
rayon lumineux qui arrive sur
l’interface avec un angle
assez grand (en jaune),
en revanche, traverse
la gaine et sort de
la fibre.

C hacune des fibres optiques d’un réseau de télécommunication peut
transporter environ dix milliards de bits par seconde, l’équivalent
de dizaines de milliers de conversations téléphoniques. Ces fibres,
aussi fines qu’un cheveu, sont formées de deux couches de verre

concentriques, l’âme et la gaine, entourées d’une couche protectrice.
Les impulsions lumineuses, émises par un laser ou par une photodiode,
se propagent dans l’âme, sans pénétrer la gaine, dont l’indice de réfrac-
tion est inférieur (l’indice de réfraction d’un matériau caractérise la
vitesse de la lumière dans celui-ci).

LES FIBRES MULTIMODES À SAUT
D’INDICE ont une âme de grand dia-
mètre (jusqu’à 100 micromètres). La
lumière qui circule en zigzag, par
réflexions multiples, parcourt une plus
grande distance que celle qui va tout droit.

Toute la lumière d’une
impulsion n’arrive donc pas
au même moment au point
de réception : l’impulsion
est étalée  dans le temps.
Pour éviter les recouvre-
ments, on espace les impul-
sions, ce qui limite la
quantité d’information
transmise. Ces fibres sont
réservées à des transmis-
sions à courte distance,
dans des endoscopes par
exemple.

LES FIBRES MONOMODES ont une âme
très fine (moins de huit micromètres de
diamètre) et la différence d’indice entre l’âme
et la gaine est plus faible que dans les fibres
multimodes. La lumière se propage paral-
lèlement à l’axe : les impulsions se disper-
sent peu. Les réseaux téléphoniques et la
télévision par câble utilisent ce type de fibres.

LES FIBRES MULTIMODES À GRA-
DIENT D’INDICE ont une âme dont l’in-
dice de réfraction diminue progressivement
du centre vers la gaine. Les rayons qui dévient
légèrement de l’axe ne zigzaguent pas : ils
se courbent seulement. En outre, ce gradient
d’indice impose aussi une vitesse de la
lumière supérieure vers la gaine qu’au centre
de l’âme. La lumière propagée par réflexions
multiples met donc presque autant de temps
pour parcourir la distance entre l’émetteur
et le récepteur que celle qui se propage en
ligne droite. Les impulsions sont ainsi moins
dispersées. Ces fibres sont utilisées pour les
réseaux locaux.

IMPULSION
D’ENTRÉE

IMPULSION
D’ENTRÉE

IMPULSION
D’ENTRÉE

IMPULSION
DE SORTIE

IMPULSION
DE SORTIE

IMPULSION
DE SORTIE

ÂME

GAINE

PROTECTION

John MacChesney, Laboratoires Bell.
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