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de vous annoncer que, par exemple,
l’image initiale sera de retour dans 10 ans
3 mois 5 jours 4 heures et 35 minutes.

Voici le principe de ce calcul qu’il
est intéressant de détailler, puisqu’il
fait comprendre le retour miraculeux à
l’image de départ.

Lorsqu’on applique une transfor-
mation bijective, chaque point suit un
cycle : par exemple, le point de coor-
données (0,0) va en (1,5) et le point
de coordonnées (1,5) va en (3,7), le
point de coordonnées (3,7) revient en
(0,0) : (0,0) est revenu à sa place au
bout de trois applications de la trans-
formation. L’appartenance à un cycle
(ici de longueur trois) est la règle géné-
rale : chaque point appartient ainsi à un
cycle et un seul, dont la longueur bien
sûr peut être n’importe quel nombre
entier de taille inférieure au nombre
de points de l’image. Aussi l’ensemble
des points de l’image peut être décom-
posé en une liste de cycles : par
exemple, l’un de longueur 3, un autre
de longueur 6, un autre de longueur 15.

Il est clair que chaque point d’un
cycle revient à sa place pour les images
dont le numéro est un multiple de sa
longueur ; donc l’image revient exac-
tement identique à elle-même si son
numéro est simultanément un multiple
de toutes les longueurs des cycles,
autrement dit, si c’est un multiple du
plus petit commun multiple des lon-
gueurs des cycles. Le plus petit com-
mun multiple de 3, 6 et 15 est 30,
donc, avec notre exemple, le temps
de retour est 30.

Connaître le temps de retour peut
donc s’obtenir simplement en décom-
posant l’image en cycles et en calculant
le plus petit commun multiple de la lon-

gueur des cycles trouvés : même si le
temps de retour est de mille milliards,
quelques secondes permettent alors de
le savoir (ah, les merveilles du raison-
nement mathématique!).

Mieux, grâce à la décomposition en
cycles de la transformation, vous pouvez,
en quelques secondes, connaître l’image
numéro 1001 (ou n’importe quel autre
nombre aussi grand soit-il) sans avoir à
calculer les images précédentes. Expli-
citons cette idée, en supposant que les
cycles sont, comme précédemment, de
longueur 2, 6 et 15. 

Vous calculez le reste de la division
de 1001 par 2, c’est 1, et, pour chaque
point de l’image appartenant à un cycle
d’ordre 2, vous appliquez donc une fois
la transformation.

Vous calculez le reste de la division de
1001 par 6, c’est 5 (car 1001 = 166 × 6 + 5)
et donc, pour chaque point des cycles
d’ordre6, vous appliquez cinq fois la trans-
formation à ces points.

Vous divisez 1001 par 15, ce qui
donne un reste de 11. Pour les points
appartenant aux cycles de longueur 15,
vous appliquez donc 11 fois la trans-
formation. Au total, vous n’avez que
très peu appliqué la transformation (et à
chaque fois en quelques points), pour-
tant vous connaissez maintenant la posi-
tion de chacun des points après
1001 applications de la transformation.

Dans le cas général, l’utilisation de
cette idée demande une bonne organi-
sation du calcul et le stockage des cycles
en mémoire. Mais, pour aller directement
à une image lointaine, la procédure est
incomparablement plus rapide que la
méthode naturelle consistant à appliquer
autant de fois qu’il le faut la transforma-
tion à chaque point de l’image.

LE FLOU EXPLIQUÉ

Cette décomposition en cycles nous
permet aussi de comprendre pourquoi
l’image revient proche de l’image ini-
tiale pour certaines valeurs du numéro
d’image. En effet, imaginons que le
temps de retour soit très long et de la
forme 2m. Supposons que l’on s’ar-
rête à l’image numéro m. Tout cycle pos-
sède une longueur qui est un diviseur
de 2m (car, d’après ce que l’on a vu, le
temps de retour est un multiple de la
longueur de chaque cycle) ; s’il y a
des cycles d’ordre impair, leur longueur
divise donc m, et donc leurs points sont
bien en place dans l’image numéro m.
Dès que suffisamment de points sont
en place, le contenu de l’image nous
apparaît superposé à une sorte de bruit
qui ne nous empêche pas de voir
l’image.

La figure 7 représente des images
dont les numéros assurent ainsi que
de nombreux points sont à la bonne
place : les images obtenues sont des
retours approximatifs à l’image de
départ. On comprend alors qu’il n’y a
pas à s’étonner, lors de l’application
répétée d’une transformation bijective,
de retrouver ces réminiscences partielles
que nous avions remarquées dans la
figure 6. L’explication de leurs défor-
mations est de même nature.

Grâce à l’arithmétique des cycles, les
fascinantes bizarreries des transforma-
tions bijectives de points deviennent un
peu moins mystérieuses. Cela n’enlève
rien à leurs charmes, que nous vous
invitons à explorer en visitant notre site
et en utilisant le logiciel que nous avons
conçu pour cela.
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7. Les retours approximatifs. La transformation du boulanger pour une image de taille 240 × 160.
Les cycles ont respectivement les longueurs 1, 4, 29, 64, 156, 157, 274, 2183, 22458,
13 074. Ces nombres ont pour plus petit commun multiple 27 720 023 335 722 958 656
qui est le temps de retour (plutôt long!). À l’étape 40 000 000 images (b), tout est brouillé.
De même, aux étapes 50 000 000 (d) et 100 000 000 (f). À l’étape 48 935 982 (qui est le
ppcm de 13 074, 22 458, 4) les 35537 pixels (c) correspondant aux cycles de longueur
13074, 22458, 4 et 1 sont en bonne place. Cela représente une part importante des
38 400 points de l’image, que l’on reconnaît donc. À l’étape 98 455 872 (ppcm de 22 458,
274, 64, 4) à nouveau un nombre important (22 801) de points est en bonne place (e).




