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A lan Bennett est un souffleur de
verre qui exerce son art a Bed-
ford, en Angleterre. Il y quelques

‘ années, il fut intrigué par les
étranges surfaces qu’'étudient les topo-
logistes : ruban de Mdbius, bouteilles de
Klein, etc. Cherchant a les reproduire, il
rencontra un curieux probléme mathé-
matique qu'il résolut par le soufflage, alors
gue des mathématiciens avaient jusque
la échoué. Sa série d'objets remarquables,
de larecherche mathématique figée dans
le verre, sera bientot exposée dans les
musées scientifiques.

Les topologistes étudient les proprié-
tés qui sontinchangées quand une forme
est étirée, tordue ou arbitrairement défor-
mée. On impose seulement aux défor-
mations d’'étre «continues» : les objets
peuvent étre coupés s'ils sont recol-
Iés, de sorte que des points initialement
voisins le soient encore apres le recol-
lement. La connexion est une pro-
priété topologique : les objets sont-ils
d’'une ou de plusieurs piéces? Iy
a d'autres interrogations topolo-
giques. Les objets sont-ils noués?
Sont-ils liés les uns aux autres?
Sont-ils troués?

Les formes topologiques
les plus usuelles semblent
n'étre que des amusements
enfantins, mais ils sont pleins
de mystéres mathématiques
profonds. Ainsi, le ruban de
Mobius, que 'on obtient en
recollant les extrémités d'une
bande de papier, apres I'avoir
tordue d’un demi tour, est la
plus simple des surfaces aune
seule face : si deux peintres
munis respectivement de pein-
ture bleue et de peinture rouge
peignaient ce qu'ils pensaient étre
les deux faces d’un ruban, ils fini-
raient par se rencontrer.

Quand on tord une bande de plu-
sieurs demi tours avant de la recoller,
on obtient des variantes du ruban de
M@obius. Pour un topologiste, la distinc-
tion importante réside entre les bandes
recollées aprés un nombre pair de demi
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tours, et les bandes recollées apres un
nombre impair de demi tours ; les pre-
mieres n'ont qu’une face, et les secondes
en ont deux. Pour comprendre pourquoi,
coupez une bande tordue de trois demi
tours, par exemple ; puis, en conservant
les deux coupures paralléles, déplacez
I'une des extrémités afin de la dérouler
(et non la détordre), avant de la ramener
vers l'autre extrémité ; vous obtiendrez,
par recollement, un ruban de Mébius, mais
pas un simple cylindre.

Toutefois le

nombre

exact de demi torsions n’est pas sans
importance : il détermine la facon dont la
bande est plongée dans I'espace qui
l'environne. La question de la géométrie
intrinséque de la bande est donc d'un autre
ordre que la maniere dont la bande est
plongée dans I'espace. La premiére ne
dépend que de la parité du nombre de demi
tours, la seconde de la valeur exacte de
ce nombre.

Le cylindre, obtenu par recollement
d’'une bande sans torsion, a deux bords
libres ; le ruban de Mdbius en a un seul.
La sphere, en revanche, a deux faces
mais pas de bord. Une surface a une seule
face peut-elle ne pas avoir de bord?
Oui, mais, dans notre espace, une telle
surface se recoupe elle-méme.

Cette particularité ne géne pas
les topologistes, dont c’est le
meétier d'imaginer des surfaces
dans des espaces de dimen-
sions supérieures ou, méme,
débarrassées des espaces
ou ces surfaces seraient plon-
gées. En revanche, pour les
souffleurs de verre, la diffi-
culté est considérable. Lafigure 1
représente pourtant une bouteille
de Klein enverre : le col a été étire,
passé a travers le flanc et recollé au
fond, mais par l'intérieur. Le passage
du col atravers le flanc sépare les points
du flanc de fagon permanente, ce qui
viole les régles de la topologie, mais
les topologistes admirent tant une
telle matérialisation de leurs idées
gu’ils ne s’en plaindront pas. Ima-
ginons que nous voulions peindre
une telle bouteille : nous partirions
de I'extérieur du bulbe supérieur,
par exemple, et descendrions vers
le col. En arrivant a l'auto-intersec-
tion, nous poursuivrions comme si
de rien n’était et continuerions a
peindre le col, qui se trouve mainte-
nant dans ce qui semble étre l'intérieur
de la bouteille. Toutefois, en poursuivant
le travail, nous verrions que nous sommes
alors sur la face «interne» du bulbe : ce

1. Une bouteille de Klein soufflée par Alan Bennett.
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