Elle indique que tous les nombres ,
de laforme 2 (a2 + b?), lorsque a etb n'ont 4. POLYMINOS D'ORDRE RECTANGULAIRE 10

pas de facteurs communs, sont rectan- E,_
gulables. La construction, fondée sur le

découpage d'un triangle rectangle en

triangles rectangles identiques, est la IE

preuve que l'astuce d'un amateur peut,

dans ce domaine, faire progresser la
connaissance d'une question difficile plus
efficacement que le plus puissant des
ordinateurs et que les théories mathé-

matiques les plus savantes.

Quelques constructions ne provenant Quelques polyminos d'ordre rectangulaire 10.
pas de ces deux séries (et appelées spo-
radiques) ont aussi été découvertes : 138
et 690, sont des nombres rectangulables 5. PAVAGES D'UN RECTANGLE PAR UN NOMBRE IMPAIR DE POLYMINOS
(pour 690 le résultat doit étre confirmé,
car la vérification complete que le poly-
mino qui donne 690 ne peut pas remplir
un rectangle de plus petite taille n'a pas
été menée entierement).

Notre connaissance aujourd'hui des
nombres rectangulables inférieurs a
100 se résume assez simplement. On sait
gue 2 est rectangulable. On sait que 3
ne l'est pas. On sait que les multiples de 21 33 45
4 le sont. Et I'on sait, de plus, grace au
résultat de W. Marshall, que 10 =
2(12+2?),26=2(2%2+3?%),34=2(12+ 4?),
50 = 2(32 + 42), 58 = 2(22 + 52),
74 = 2(12 + 62), 90 = 2(32 + 62) sont des
nombres rectangulables. Pour tous les
autres nombres inférieurs a 100, on est
dans l'ignorance.

Certains polyminos assez simples ont
un ordre-rectangulaire élevé, ce qui est
remarquable et jamais facile a établir, car
il faut pour cela (i) montrer la figure com-
plexe d'un rectangle découpé en petits
morceaux identiques selon un schéma 153
peu évident et, (ii) prouver gu'on ne peut
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Un nombre impair d'exemplaires d'un méme
polymino peut composer un rectangle. Ces

pas paver un rectangle plus petit avec FAMILLE 3(2n + 1) découpages impairs ne sont jamais évidents.
ce méme polymino, preuve qui nécessite Voici quelques-uns de ces découpages, dé-
le plus souvent l'aide de l'informatique. couverts par Michael Reid et W. Marshall.

Parmi toutes les questions ouvertes FAMILLE 7(6n + 1) 49

concernant la rectangulabilité des nombres,
notons les trés simples suivantes :

—existe-t-il des polyminos d'ordre-rec-
tangulaire 6? dit autrement, 6 est-il rec-
tangulable? (et plus généralement
existe-t-il un nombre rectangulable de la
forme 8k + 67?).

—existe-t-il des polyminos d'ordre-rec-
tangulaire impair?

La question concernant les nombres
impairs est particuliérement lancinante,
puisqu'il se pourrait qu‘aucun nombre
impair ne soit rectangulable. Si c'était le
cas, on aurait le beau théoréeme (qui pour
I'instant n'est qu'une conjecture) : si
avec un nombre impair d'exemplaires d'un
méme polymino on peut composer un
rectangle, alors il existe un nombre pair
d'exemplaires du méme polymino qui
remplit un rectangle plus petit.

Michael Reid, spécialiste de ces ques-
tions et découvreur de belles figures de

15 21 27 o1
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6. LE JEU DE PENTAMINO

Au jeu du pentamino, le joueur qui commence gagne.

Regle du jeu.

- Deux joueurs s'affrontent sur un échiquier 8 x 8 en utilisant les douze

pentaminos comme pieces.

- Les joueurs jouent chacun a leur tour, placant sur I'échiquier I'un des
pentaminos non encore placés, de fagon a recouvrir des cases vides.
- Lorsque plus aucune piece ne peut étre déposée, celui des joueurs a qui

c'est le tour de jouer a perdu.

H. Orman, aprées un calcul de plusieurs semaines sur plusieurs ordinateurs,
a établi que le joueur qui commence peut gagner s'il place le pentamino en

Z, comme indiqué sur la figure.

pavages, soupgconne que la conjecture
estfausse. Un lecteur de Pour La Science
saura-t-il la résoudre, en proposant un
polymino dont un nombre impair de copies
remplit un rectangle sans qu'un nombre
pair plus petit fasse de méme?

M. Reid considére aussi que trou-
ver de nouveaux polyminos rectangu-
lables est un terrible défi qu'il faut pourtant
relever pour avancer dans la compré-
hension de ce domaine de la géomé-
trie élémentaire. |l serait trés utile de
connaitre tout ce qu'il en est des poly-
minos les plus simples : par exemple,
les polyminos rectangulables de taille
inférieure a 100, et ceux qui ne le sont
pas. Une telle question est aujourd'hui
totalement hors de notre portée, et les
programmes (écrits par M. Reid, entre
autres) qui fonctionnent en permanence
a la recherche de nouveaux polyminos
rectangulables ne soulévent que trés
lentement le voile.

L'étude des décompositions d'un rec-
tangle en un nombre impair de polymi-
nos est un autre probléme difficile ou des
résultats intéressants ont été trouvés
récemment. David Klarner proposa d'ap-
peler polymino impair un polymino dont
un nombre impair de copies peut com-
poser un rectangle (ici, on n'impose
pas que le nombre impair soit le nombre
minimal d'exemplaires permettant de
composer un rectangle, sinon on serait
ramené a la question non résolue de
savoir s'il y a des nombres rectangu-
lables impairs). La figure 5 donne
quelques-unes des belles décomposi-
tions obtenues.
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UN RESULTAT DE THEORIE
DES JEUX

Récemment un autre progres remar-
quable a été fait concernant les polymi-
nos. La question de l'existence d'une
stratégie gagnante au jeu des pentami-
nos du film 2001, posée il y a plus de 30
ans par S. Golomb, a été résolue a la suite
d'une série de calculs colossaux.
Rappelons les regles du jeu : deux
joueurs s'affrontent sur un échiquier 8 x 8
en utilisant les 12 pentaminos comme
pions, qui sont placés a c6té de I'échi-
quier au début du jeu. Les joueurs jouent
chacun a leur tour, prenant une piece de
leur choix parmi les restantes, la posant
sur I'échiquier et venant occuper des cases
vides de celui-ci. Cela, jusqu'a ce que plus
aucune piece ne puisse étre déposée.
Celui des joueurs qui se trouve dans I'im-
possibilité de jouer a perdu.
Al'Université d'Arizona, Hilarie Orman
aprogrammeé une étude du jeu fondée sur
l'idée qu'en placant le pentamino en L au
milieu on limitait le nombre de possibilités
de jeu de l'adversaire. Le calcul a duré
plusieurs mois utilisant de nombreuses
machines (une machine Intel Paragon, 6
Hewlett-Packard 720, 4 Digital Equipment
Corporation RS 3000 model 600).
L'espoir de H. Orman était que, pour
chacune des 1 181 répliques possibles du
second joueur, une réplique gagnante soit
découverte par son programme. Malheu-
reusement le programme découvrit que
deux réponses permettaient a l'adversaire
de se retrouver dans une position gagnante
: en placant le L au centre, le joueur qui

commence perd contre un joueur averti.
La question subsistait : existe-t-il d'autres
facons de commencer qui assurent au pre-
mier joueur de gagner contre toute
défense? Le programme de H. Orman ne
pouvait considérer tous les premiers coups
possibles, car le calcul aurait duré plus
de dix ans! C'est pourquoi elle avait fait
le pari (perdu) que placer le L au centre
était une bonne fagon de jouer pour le pre-
mier joueur. Opiniatre, Hilarie ne se décou-
ragea pas et entreprit une seconde
tentative (aprés une phase de perfec-
tionnement du programme), cette fois
en imaginant que le premier joueur pose
le Z. La réponse obtenue, en deux
semaines, est que, pour ce premier coup,
aucune réplique gagnante n'existe. Le
joueur qui commence peut gagner de
maniére certaine au jeu inventé par
S. Golomb en plagant le Z au centre.
Signalons que le résultat a été vérifié
par un programme de Richard Schroep-
pel, totalement indépendant du premier.

Notons aussi qu'une fois le calcul fait,
un ordinateur n'a pas besoin de refaire
tout le calcul pour chaque partie : I'utili-
sation de certaines données stockées en
cours du calcul lui permet de savoir
comment jouer a coup sdr.

Des deux jeux envisagés par S. Kubrick
«humain contre ordinateur», dans 2001,
Odyssée de I'espace, aucun n'a résisté a
la machine jusqu'au xxI€ siecle. L'homme
perd au jeu d'échecs, comme le match
Kasparov-Deeper Blue de mai 1997 I'a
montré, et perd au jeu de pentamino (13,
l'ordinateur a complétement résolu le jeu
en indiquant la tactique gagnante et lui a,
ce faisant, enleveé tout intérét).
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