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ouons a pile ou face, un grand
nombre de fois, avec une piece
non truquée. Pile et face ont la
méme probabilité, égale a 1/2,
d’apparaitre a chaque lancer. Compta-
bilisons les résultats au fur et a mesure
et supposons que, a une étape, le nombre
de tirages sur face soit supérieur de 100
a celui des pile : le nombre de pile a-t-il
ensuite tendance a rattraper le nombre
de face? Ceux qui jouent a pile ou face
sans en connalitre les arcanes mathé-
matiques évoquent parfois une «loi des

1. Les résultats possibles d’une suite de quatre
lancers a pile (en vert) ou face (en bleu).
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Subtilités mathématiques du jeu de pile ou face.

moyennes» fondée sur l'intuition que
les nombres de pile et de face obtenus
avec une piéce non truquée devraient
devenir peu différents aprés un grand
nombre de lancers. Pourtant les pieces
n'ont pas de «mémoire» : la probabilité
d’'obtenir pile ou face lors d'un lancer est
toujours 1/2. Ne devrait-on pas penser
plutdt que les totaux n'ont pas de raison
de devenir égaux?

Les mémes questions se posent dans
des contextes variés. Si un accident
d’avion se produit en moyenne tous les
quatre mois et si trois mois se sont
passés sans accident, un accident est-
il imminent?

Dans tous les cas de ce type, la
réponse est non : les processus aléa-
toires ou, plus exactement, les modeles
mathématiques de ces processus n'ont
pas de mémoire.

Le probléme est subtil : qu’entend-
on quand on dit que «le nombre de pile
rattrapera celui des face»? Certes, une
longue suite de face ne change pas la
probabilité d’obtenir ensuite des pile,
mais, méme apres une série comportant
par exemple 100 face de plus que de pile,
la probabilité que les nombres totaux
de pile et de face deviennent ultérieure-
ment égaux est toujours égale a 1. La
probabilité d'un événement est égale a
1 quand I'événement est certain, et elle
est nulle quand I'événement est impos-
sible. Ici nous envisageons une série
potentiellement infinie de lancers : le
jeu peut durer aussi longtemps que le
désire le joueur. Dans ce cas, les mathé-
maticiens préférent dire «presque cer-
tain» ou «presque impossible».
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2. Marche au hasard, ou «face» correspond & un pas vers le haut et «pile» a un pas vers le bas.
Les nombres de «face» et de «pile» totalisés depuis le début du jeu sont rarement égaux ; quand
cela se produit, la courbe rouge croise I’axe des abscisses.
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D’un autre point de vue, aprés une
série ou le nombre de face est supé-
rieur de 100 au nombre de pile, la pro-
babilité que, plus tard, vienne un moment
ou le total des face soit supérieur a
celui des pile d’au moins un million est
aussi égale a 1.

Pour analyser ces apparentes contra-
dictions, examinons de plus pres le jeu
de pile ou face. Nous avons lancé une
piece 20 fois et avons obtenu la suite
PPPPFPFFFFFFPPPFPPPF, qui com-
prend 11 pile (P) et 9 face (F). D'apres
une loi de la théorie des probabilités nom-
meée loi des grands nombres, la fréquence
d’'apparition d’'un événement tend vers
sa probabilité quand le nombre d’expé-
riences augmente indéfiniment. Dans
la série précédente, les fréquences des
événements «tirer pile» et «tirer face»
sont respectivement 11/20, soit 0,55 et
9/20, soit 0,45. Elles sont proches de 0,5,
mais pas égales a 0,5.

La suite précédente ne vous semble-
t-elle pas assez aléatoire ? Préférez-vous
FPFFPPFPPFPFFPFPFFPP, ou les fré-
guences de pile et de face sont exacte-
ment égales a 0,5? Cette deuxiéme
séquence semble plus aléatoire... mais
elle ne I'est pas.

La premiére suite ne semble pas aléa-
toire, car elle contient de longues chaines
du méme événement, telles PPPP ou
FFFFFF. En réalité, notre intuition est
trompeuse : les séquences aléatoires
contiennent souvent des motifs et des
répétitions, et cela ne doit pas nous éton-
ner (a moins que face sorte a chaque
coup pendant tres longtemps, auquel cas
la piece a probablement deux cotés mar-
qués face).

Lancons une piéce quatre fois de suite.
Lafigure 1 indique les résultats possibles.
Le premier lancer donne soit F, soit P (cha-
cun avec une probabilité 1/2). Le
deuxiéme lancer donne encore soit F, soit
P, et ainsi de suite, de sorte qu’'apres
guatre lancers on obtient un arbre a
16 branches. D’apres la théorie des pro-
babilités, chaque chemin a une probabi-
lité égale a 1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2, soit
1/16. Remarquez que la probabilité de
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PPPP est égale a 1/16, tout comme
celle de FPFF. Ainsi, bien que FPFF
paraisse plus aléatoire que PPPP, les
deux séquences ontla méme probabilité.

En langant quatre fois une piece, on
obtient en moyenne deux fois face.
Obtiendra-t-on le plus souvent deux
pile et deux face ? Non : la figure 1 montre
que, sur les 16 chemins, 6 comportent
exactement deux faces : FFPP, FPFP,
FPPF, PFFP, PFPF, PPFF. La probabi-
lité de tirer exactement deux fois face est
donc égale a 6/16, soit 0,375. Elle est
inférieure a la probabilité de ne pas avoir
exactement deux face, qui est égale a
0,625. Avec des séquences plus longues,
I'effet est encore accentué.

Ce genre d'études montre qu'il n'existe
pas de «loi des moyennes» : les proba-
bilités des événements futurs ne dépen-
dent pas des résultats passés. Il existe
cependant une facon intéressante de
considérer le probleme, selon laquelle les
comptes tendent a la longue a s’équili-
brer. Représentons par une courbe la dif-
férence entre le nombre de F etle nombre
de P en fonction du nombre de lancers :
chaque F obtenu fait monter la courbe
d’'un niveau et chaque P la fait descendre
d’un niveau. On obtient ainsi ce que les
mathématiciens nomment une marche
aléatoire, ou marche au hasard.

La figure 2 représente une marche
au hasard typique qui correspond a
10000 lancers. Son allure déséquilibrée
(ici vers le coté face) est tout a fait nor-
male. Par exemple, quand on lance
10 000 fois une piece, la probabilité qu’'un
coOté soit en téte 9 930 fois et I'autre 70
fois est de I'ordre de 1/10, ce qui est
loin d’étre négligeable.

On peut également démontrer que la
probabilité de ne jamais obtenir I'égalité
est nulle ; autrement dit, une des faces
ne peut 'emporter indéfiniment, et la
courbe croisera nécessairement 'axe
des abscisses. C'est dans ce sens que
la loi des moyennes est vraie, mais cela
ne vous permettra pas d’améliorer vos
chances de gain si vous pariez a pile ou
face. En effet, ce résultat ne dit pas com-
bien de coups seront nécessaires pour
revenir aI'égalité : on sait seulement que
ce temps sera vraisemblablement tres
long si le déséquilibre initial est notable.

Supposez qu’en 100 lancers vous
obteniez 55F et 45P — un exces de 10F.
La théorie des marches aléatoires indique
qu’aprées un nombre suffisant de lancers
supplémentaires le bilan se rééquilibrera
(avec une probabilité égale a 1). N'est-
ce pas la loi des moyennes? Non, du
moins pas telle qu'elle estinterprétée habi-
tuellement. Sivous choisissez a 'avance
un nombre de lancers supplémentaires
(par exemple, un million), ce million de
coups ne sera pas influencé par I'excés
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3. Marche aléatoire bidimensionnelle.

initial. En outre, si vous faites un grand
nombre d’expériences, chacune avec un
million de coups supplémentaires, vous
obtiendrez en moyenne 500 055F et
500 045P dans la séquence combinée
de 1 000 100 lancers : en moyenne, le
déséquilibre persiste. Notez toutefois que
lafréquence des F passe de 55/100 (0,55)
a 500 055/1 000 100 (0,500 005). La loi
des moyennes s’affirme non en éliminant
les déséquilibres mais en les noyant.

Au lieu d'une piece, langons main-
tenant un dé et comptons combien de
fois chaque face apparait. Admettons
que toutes les faces ont la méme pro-
babilité a chaque lancer, égale a 1/6.
Quand nous commencons a jouer, les
nombres totaux d’apparitions des diffé-
rentes faces sont tous égaux a zéro.
Aprés quelques lancers, ces nombres
commencent a différer (ils ne peuvent
redevenir égaux qu’aprés au moins six
coups). Quelle est la probabilité que
les six nombres redeviennent égaux au
bout d’'un certain temps, si long soit-il?
Je ne connais pas la valeur exacte ; c’est
la une lacune que vous pourrez combler,
mais nous allons voir que la réponse
n'est pas 1, a la différence du jeu de
pile ou face.

Réactions

ans mon article «Bouteilles et
D rubans», paru dans le numéro
de mai 1998, je demandais de décou-
per une bouteille de Klein selon une
ligne telle que le résultat soit un
unique ruban de Mobius. Alan Ben-
nett a écrit sa solution en verre.

Alan Bennett

Pour traiter le cas des dés, on doit
étendre la marche au hasard a des dimen-
sions supérieures. Par exemple, la
marche au hasard la plus simple dans
le plan s’effectue sur un quadrillage infini :
un point part d’'une origine et se déplace
par pas successifs égaux vers le Nord,
le Sud, I'Est ou I'Ouest, avec, a chaque
pas, une probabilité 1/4 pour chaque
direction. La figure 3 représente un
chemin typique. Une marche au hasard
sur un réseau a trois dimensions est simi-
laire, mais les six directions (Nord, Sud,
Est, Ouest, haut, bas) ont chacune une
probabilité égale a 1/6.

On peut calculer que, dans une
marche au hasard a deux dimensions, la
probabilité de repasser par 'origine au
bout d'un certaintemps estégale a 1. En
revanche, le mathématicien hongrois Sta-
nislaw Ulam, qui fut 'un des inventeurs
de labombe a hydrogene, a prouvé que,
dans un espace a trois dimensions, la
probabilité de retour a I'origine n’est plus
gue de I'ordre de 0,35. Ainsi, si vous vous
perdez dans le désert, marchez au
hasard : vous retrouverez votre oasis, a
condition d’en avoir le temps ; en
revanche, sivous vous perdez dans I'es-
pace, vous n'avez qu’une chance sur
trois de retrouver la Terre.

Associons aux six directions d’une
marche au hasard tridimensionnelle les
faces d’'un dé : Nord = 1, Sud = 2,
Est = 3, Ouest = 4, haut =5 et bas = 6.
Lancons le dé et déplagons-nous dans
la direction qu’il indique. Dans ce cas,
revenir & 'origine signifie obtenir autant
de 1 que de 2, de 3 que de 4 etde 5
que de 6. Or, nous avons vu que la
probabilité que cela se produise est
égale a 0,35. Soulignons que les totaux
doivent ici étre égaux par paires, alors
que, dans le probléme des dés, on
demande que les six totaux soient
égaux : comme cette condition est
plus restrictive, la probabilité cher-
chée est inférieure a 0,35.

Méme la marche au hasard la plus
simple, a une dimension, a de nom-
breuses caractéristiques qui heurtent I'in-
tuition. Choisissez un nombre de lancers
de piece a l'avance, par exemple un mil-
lion, et observez quel c6té est en téte a
chaque étape. En moyenne, quelle pro-
portion de ces bilans donnera I'avan-
tage aface? Penchez-vous pour 1/2? En
fait, cette proportion est la moins vrai-
semblable, et les proportions extrémes
sont les plus probables : les face sont soit
toujours en téte, soit jamais!

William FELLER, An Introduction to Pro-
bability Theory and its Applications,
vol. 1, deuxiéme édition, Willey, New
York, 1957.
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