en empéche exprées la normalité, on
obtiendra toujours un nombre normal
en base B (et donc équiréparti en base
B, et univers en base B).»

En particulier, tout nombre irrationnel
algébrique (solution d’'une équation poly-
nomiale a coefficients entiers) doit étre nor-
mal en toute base. Toute constante comme
Tt e, log(3) doit étre normale en toute base.
Tout nombre possédant une expression
algébrique simple composée avec ces
nombres (par exemple, e +Tt, 99 17 log(3),
Log(T), etc., doit étre normal en toute base.

Le «doit» de la phrase précédente est
trés étrange, et cette formulation ne
peut que déplaire au mathématicien tra-
ditionnel. Ceux que je dépeins par «mathé-
maticiens traditionnels» ne tiennent
compte que des vérités démontrées. Or
I'écart entre ce que donne I'heuristique
de Borel et ce que donne la connaissance
mathématique (c’est-a-dire ce qui est
démontré) est le plus grand possible :
personne ne sait RIEN prouver de ce gu'’in-
dique I'heuristique de Borel (pourtant véri-
fiée numériqguement a chaque fois qu’on
le tente et pourtant démontrée globale-
ment par Borel il y a presque 100 ans).

Lafigure 6 indique les développements
dunombre de Champernowne en diverses
bases ; d'autres expérimentations, faites
ces derniéres années sur des millions de
décimales, confirment aussi I'heuristique
de Borel. Une étude de S. Pincus et R. Kal-
man en 1997 fait exception et prétend détec-
ter des différences subtiles entre les
décimales des divers nombres irrationnels
qui pourraient peut-étre agir sur la norma-
lité. Cette étude doit étre éclaircie.

Ces mathématiques qui suggerent
des théorémes généraux que jamais per-
sonne n'arrive a prouver dans aucun
cas particulier ne sont-elles pas étranges ?
Comment corriger cette anomalie des
nombres partout présents, mais introu-
vables? Comment arranger les mathé-
matiques pour éviter gu'elles n'autorisent
des démonstrations globales ne se tra-
duisant jamais en cas précis?

QUELS REMEDES?

Lorsque I'écart est si grand entre, d'une
part, ce qu'on voit expérimentalement ou
par le raisonnement global et, d'autre part,
ce qu'on réussit a prouver en particulier,
il esttemps d'étre inquiet (comme un phy-
sicien le serait si on lui présentait une
théorie qui prouverait I'existence de par-
ticules partout présentes, mais dont il
ne verrait jamais aucune preuve mani-
feste). L'heuristique de Borel ne crée pas
de contradiction explicite, mais la situa-
tion estrationnellement insatisfaisante et
pourrait signaler un défaut majeur de nos
conceptions. Si nous réussissons un
jour a trouver des nombres dont nous

© POUR LA SCIENCE - N° 255 JANVIER1999

8. PROPRIETES "VRAIES ET FAUSSES"
Si une propriété est vérifiée pour
tout nombre, sauf ceux appartenant
a un ensemble négligeable, elle est
presque certaine (ou presque
certainement vraie). Si les nombres
qui vérifient la propriété cons-
tituent un ensemble négligeable, la
propriété est presque certainement
fausse.

Propriétés "vraies" :

* étre équiréparti en base B,

« étre univers en base B,

« étre normal en base B,

« étre équiréparti en toute base,

* étre univers en toute base,

« étre normal en toute base,
Propriétés "fausses" :

« étre rationnel,

« étre algébrique,

e ne pas utiliser de "0" dans son
développement décimal.

e appartenir a I'ensemble de Cantor,
e avoir une suite de chiffres pro-
grammable par algorithme.

« étre définissable dans le systeme
mathématique de la théorie des
ensembles.

prouvions qu'ils sont normaux en toute
base, ce sera parfait. Nous aurons com-
blé le trou entre propriétés générales et
propriétés particuliéres. Le quasi-paradoxe
sera résolu sans que nous ayons rien a
changer dans notre conception, et notre
inconfort actuel n'aura été que tempo-
raire et sans signification.

L'attente a déja été longue, et il est
devenu légitime de s'interroger sur la
nature de ce quasi-paradoxe : n'ap-
pelle-t-il pas une réforme dans notre vision
des mathématiques ? Le continu du mathé-
maticien n'est pas celui du physicien, car
ce dernier n'accorde aucun sens a l'affir-
mation qu'il y a une infinité non dénom-
brable d'instants dans une seconde. La
méfiance implicite du physicien n'est-
elle pas justifiee?

Puisque le continu du mathématicien
se fonde sur la théorie des ensembles (car
le continu se construit & partir des opé-
rations de la théorie des ensembles
prise comme allant de soi), peut-étre faut-
il renoncer a la théorie des ensembles
ou la réformer? C'est ce point qu'étu-
dient certains logiciens, comme T. E. Fors-
ter, de I'Université de Cambridge, qui
formule des théories des ensembles avec
I'ensemble de tous les ensembles (dans
la théorie usuelle de Cantor, il n'y a pas
d'ensemble de tous les ensembles), ou
comme E. Nelson, qui propose une théo-
rie dite non standard (a la base d'une
conception des infiniment petits), ou
comme J. Barwise, quidéfend une théo-
rie des hyper-ensembles (permettant
I'étude des paradoxes liés aux autoréfe-
rences). D'autres encore proposent de

nouveaux axiomes (par exemple portant
sur les grands ensembles) : ces nouveaux
axiomes, en augmentant le pouvoir de
preuve des mathématiques, permettront
peut-étre de démontrer ces propriétés
de normalité.

A l'opposé de ces voies tentant de
rendre plus puissante la théorie des
ensembles, d'autres recherches remet-
tent en cause la logique usuelle. Les
mathématiciens intuitionnistes et construc-
tivistes esperent, par des raisonnements
plus exigeants, conjurer les quasi-para-
doxes de I'existence (comme celui résul-
tant de I'heuristique de Borel) et pour cela
refusent par principe qu'une démonstra-
tion puisse aboutir & un énoncé d'exis-
tence («il existe un objet vérifiant telle
propriété») sans qu'elle soit accompa-
gnée d'une méthode de construction de
I'objet en question. Leurs méthodes
sont malheureusement restrictives et com-
pliquent le développement de I'analyse.

On le voit, les nombres normaux, les
nombres-univers, les ensembles négli-
geables et I'heuristique de Borel condui-
sent & des interrogations sur la nature
profonde des mathématiques. Méme si
beaucoup de mathématiciens refusent
de considérer les solutions alternatives
avec sérieux et préferent attendre sans
changer le monde ensembliste adopté au
début du xXx¢ siecle, rien n'assure qu'ils
ontraison et que les difficultés du monde
ensembliste classique ne resurgiront pas
plus gravement encore a I'occasion d'un
autre probleme.
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