es nombres pairs sont donnés par
une formule p(n) =2 n, qui n'a rien
de mystérieux : elle indique que le
double de tout entier est un nombre
pair. Les nombres impairs sont donnés par
la formule 1(n) = 2n+1. Existe-t-il une for-
mule analogue pour les nombres premiers,
ces nombres qui ne sont divisibles que
par 1 et eux-mémes (notons que 1 n'est
pas considéré comme premier)? Les dix
plus petits nombres premiers sont 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, et Euclide a
montré qu'ils sont en nombre infini.

Cette recherche d'une formule pour
les nombres premiers passionne les ama-
teurs d'arithmétique depuis longtemps et
a produit d'étonnants résultats. Elle conduit
a des exercices distrayants de raison-
nement et de calcul, permet de préciser
ce qu'on entend par formule, pour fina-
lement nous plonger dans le monde de
l'informatique.

Il est vite apparu qu'il étaitimpossible
d’engendrer tous les nombres premiers
(ou méme de n’engendrer que des
nombres premiers, pas nécessairement
tous, ni dans l'ordre) a l'aide d'une for-
mule du type f(n) = an + b pour n positif.
Voyons pourquoi. Supposons que an+ b
soit un nombre premier pour
tout n supérieur a 0.

Comme la formule est
exacte pour n =0, f(0) = b, et

Formules pour les
nombres premiers

JEAN-PAUL DELAHAYE

On sait enfermer tous les nombres premiers
dans des formules simples. Est-ce utile?

similaire que, si une formule (dite polyno-
miale) f(n) =apnp+ap_1np'1+ tanta,
ne donne que des nombres premiers pour
tout n positif, alors c'est que f(n) est constant
(et donc sans intérét). Triste conclusion :
un polyndéme a une variable, aussi com-
pliqué soit-il, ne donnera jamais de nombres
premiers pour toute valeur positive de n,
sauf s'il n‘en donne qu'un...

Démontrons ce résultat en raisonnant
par I'absurde : nous supposerons que f(n)
n'est pas constant et ne prend que des
valeurs qui sont des nombres premiers
pour n positif. On a f(0) = a,, donc a, est
premier. Par hypothese, f(n) qui n'est pas
constant tend vers l'infini positif quand n
tend vers linfini (sinon f(n) ne donnerait
gue des valeurs négatives a partir de cer-
taines valeurs de n et donc ne convien-
drait pas). Il existe donc un entier p tel
que f(pa,) soit plus grand que a,. Alors
f(pa,) est un multiple de a, (car c'est
une somme de multiples de a,)) plus grand
que a,. Ce n'est pas un nombre premier.

De multiples raffinements de ces deux
résultats semblent éliminer tout espoir
que nous puissions obtenir des for-
mules intéressantes pour les nombres
premiers. En voici quelques-uns.

1. FORMULE AVEC DES CONSTANTES REELLES

« Si une fonction polyndme a plusieurs
variables (telle que, par exemple, la fonc-
tion f(n,m,p) = nm + p2+ n3p°+ 17) ne
prend que des valeurs premiéres pour les
valeurs entiéres positives de ses variables,
alors c'est une fonction constante (et donc
sans intérét).

* Si une fonction quotient des deux
polynémes a plusieurs variables (exemple :
f(n,m,p,a.n=(nm+p2+q*+o+19)/(p?+q*+7+1)
ne prend que des valeurs premiéres
pour les valeurs positives de ses variables,
alors c'est une fonction constante (et donc
sans intérét).

» Si une fonction est de la forme
P2Q + R, ou P, Q et R sont des poly-
ndmes a plusieurs variables (exemple :
f(n,p,) = (n + 5p+q)2 2*P*39+ p + 17) ne
prend que des valeurs premiéres pour
les valeurs positives de ses variables, alors
c'est une fonction constante (et donc sans
intérét).

* Méme résultat avec, dans la formule
précédente, 3 (ou n'importe quel entier
supérieur a 2) a la place de 2, ou encore
avec une somme de termes de la forme
PaR a la place d'un seul.

FAUT-IL RENONCER ?

Abandonner? Que nenni! Les
polynémes ne sont pas tout :
dans I'arsenal d'un mathé-

b est un nombre premier. Mais
alors f(b) = ab + b est aussi un
nombre premier, et comme
ab +b = (a+ 1)b est divisible
parbet(a+ 1), oubienb=1,
ce qui est impossible puisque
b est un nombre premier, ou
biena+1 =1, ce qui conduit a
a =0, et donc a la formule
f(n) = b qui donne toujours le
méme nombre premier. Les
seulesformules detypean + b
qui ne donnent que des
nombres premiers sont celles
(sans intérét) ou a est égal a 0
et b est un nombre premier.
On montre par un raisonnement

100

Il existe un nognbre réel L tel gue la formule :

[L x 10" — [L x 10(=D"1102"-1 pour tout n = 1
donne le n-ieme nombre premier : p;=2,p,=3,p3=5, ...
Le nombre L est 0,200300005000000700000001100...,
(le n-iéme nombre premier est placé en position n?).
Suivons les calculs pour n égal a 4 :

[L x 1016] = 2003000050000007

(la multiplication par 1016 améne devant la virgule les
décimales jusqu'au 7, et la partie entiere coupe ce qui
est derriere la virgule.

[L x 109 =

(méme chose, mais avec le 5)

[L x 109]107= 0000000

(la multiplication par 107 égalise la longueur des deux

nombres)
[L x 1016] — [L x 109107 =
2003000050000007 — 0000000 = 7.

maticien, il y a bien d'autres
fonctions. Un résultat, démon-
tré par W. Mills en 1947, a
étonné tout le monde : il existe
une constante A telle que la
formule [A3n] fournitun nombre
premier pour tout n entier
supérieur a 1.

Le crochet [ ] désigne la
fonction partie entiére ou
«arrondi a I'entier inférieur» :
exemples : [128,679]=128 ;
[3,14159]=3. Si on voulaitune
formule valable pour tout n
positif, il suffirait de prendre :
[A3""1. La constante A,
dénommée constante de Mills,
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a été calculée avec une bonne précision, elle vaut :
1,30637788386308069046861449260257129167845851 2 LTSI BUIE [FolnlbLE FOLIS R
56713644368053759966434... PO =[G-2)+2)/i-[(-21)/i]];P() vaut 1 siiest premier.
Pourn=1, onobtient2 ; pourn=2,11 ; pourn=3, 1361 ;
pour n = 4, 2521008887, nombres qui sont premiers, comme
on le vérifie sans peine. Hélas, la formule [A3"], amusante et

213|456 |7 (8]9]10|11|12|13|14|15|16|17|18
1]1j0j1j0f1j0jO0jOjJ1]O0]J1|O0ojOjOf1]0O

m
. e 7 . p GIIIBEEEL _ _ ®
curieuse, est sans intérét prathu_e,_ car pour'l ut_lllserl il faut P(m) = Z P(i) ; P,(m) est le nombre de nombres premiers < m =
connaitre A avec une grande précision, ce qu'aujourd'hui on (=l —
ne sait obtenir qu'en calculant... les nombres premiers eux- 2| S| 4] 5] 6] 7] @] @[ K| L]d2] 18] 18 |15 ]| 15 || 17 || 4 =
mémes. Il paraitimprobable qu'on puisse calculer cette constante 1T]E27] 2 jwen) s | 4|74 4 [SER(SSRNSNINON 6 760 e g o

autrement qu'a partir des nombres premiers, mais il serait mer- P.
veilleux d’y parvenir. Cette formule ne donne les nombres m

premiers que parce que l'information sur les nombres premiers | pN2 18 {41516 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 ]15 |16 | 17 | 18
est cachée dans la constante A... Dans la méme veine, un résul- 1]1[2]2]3]3/[4 4]5|5|6|6|6|6]7 |7
tat étrange a été démontré par G. Wright en 1951. Il existe 2(05|1|1|15(15|2 |2 |2 |2 |25|25[3 |3 |3 |3 |35|35
_ ~ 222,..‘” 3 (0,33(0,66(0,66| 1 | 1 [1,33(1,33[1,33[1,33[1,66[1,66| 2 [ 2 | 2 | 2 p,33]2,33
S @SS t_eIIe que la formulg i) ],,a'vec 4 10,25(05(05(0,750,75( 1 |1 |9 | 1 [1,25[,25|1,5(1,5|1,5 |15 [1,75[1,75
n exposants, fournit un nombre premier pour tout n supérieur
ou égal a 1. La constante w, dénommée bien sOr constante 5]02]04|04]06/06]08 0808081 |1 [12]1,2]12]1,2]14 |14
de Wright, vaut 1,9287800... 6 (0,16/0,33/0,33| 0,5/0,5 [0,66(0,66/0,66(0,66/0,8310,83| 1 | 1 |1 [ 1 [1,16[1,16
La formule suivante — un peu plus compliquée — va faire
comprendre pourquoi ni la formule de Mills ni celle de Wright [Pi(m)/n];[a]donne lavaleur entiere du nombre a
ne sont,autre ch_ose que des curios?tés :_iI existe_gne constante L N[5 T34]5]6]7 8o 10]11 121314151617 18
(appelée parf0|s2 constante dgz Llouvnle-Erdos)'\teIIe que la 1111212131314 4 44|5|5(6l6]6lel7 |7
formule : [L x 10™]—[L x 100-1?]102-1 donne le n-iéme nombre Slolzlzlelzl2l2l2l212l203 (333|332
premier pour toutn>1:p, =2,p,=3,p;=5,p, =7, ps =11, afololole e lelelzlelzlzlzlz2l212]2]2
Pe = 13, p, = 17, etc. Cette formule non seulement ne donne B o lololololslz el s B £ 1
8 P 111
que des nombres premiers (comme les deux précédentes),
i \ . . A 5/0(o|ofo|ojofo|ofo|a|2|a]2f2|2]f2]12
mais elle les donne tous dans l'ordre. L'escroquerie apparait
quand on voit la constante L : 6jojojofojofojojofOojojof2 2t 1 1 L]l
L = 0,20030000500000070000000110000000001300..., min ([Pi(m)/n], 1) =g(n, m); min (x,y) = (x +y— X -y 0/ 2
le n-iéme nombre premier est placé en position n 2. Le détail min donne le minimum des nombres entre ().
du mécanisme de calcul est expliqué en figure 1. u 2 3|a|5|6 |7 |8 |9 |10]|12l12|123124|15]|16]17 |18
1|1 1|1 1111 1|1 1 1 1] 1(1 111 (1 1
PLUS DE TRICHE! 2o |22 fa |22 fafa|afafafafa|a]a]a |2
3 (0 0|0 1 1 1 1 1 1 1 1 1|1 1 1|1 1
Ce type de formules étant une forme de tricherie, interdisons- o (oo MRl o 2 2 [2 PebErER . [ ERESE
nous d'utiliser des nombres réels qui peuvent cacher une infi- B oo Bl o o [olo NoRRRERER : |2 ERERE
nité d'informations dans leurs décimales, infinité ou I'on peut B 0 o IR0 o oo PR - 2 ERERE
loger insidieusement tous les nombres premiers!
Peut-on, en respectant cette nouvelle contrainte, trouver m g(n, m-1).
une formule qui donne tous les nombres premiers? Si on ne nN\2 |3 |4([5]|6 |7 [8]9 |10)11]12 |13 |14 ]15|16|17 |18
peut pas les obtenir tous dans l'ordre, on se contenterait de 1jof1 |11 f1 )11 j1 1|1 fajaj1f1])21]1 |1
les avoir dans le désordre, avec des répétitions, ou méme 2{oofr |2 2|2 |22 ]2 |22 f2f1]2fa]1 |1
d'en avoir une infinité. glofofofofa |22 afafa]a|s]|2]a]a]|2
Ce qu'on a vu au début montre qu'on ne réussira qu'avec alojofofojofo|z 1|2 2|2 fa]as|a]a]a |2
un symbolisme un peu plus riche que celui des polynémes. 5|0 oflo|ofo|o|o|ofo|ofa[a]|1|a]a]a |2
Proposons d'accepter le symbolisme naturel suivant considéré 6|o|o|ofofo|o]|o|ofo|ofo|o|1|[2]2]z1 |2
comme banal en algebre et en arithmétique :
— [X] partie entiére de x, définie comme l'arrondi & I'entier infé- g(n, m) - g(n, m-1)
rieur de x (déja utilisée plus haut) ; 2[5 a5 |6 ]7 e e |10 |12 ]13]14]15 |16 |17 |18
— 2., pour la somme généralisée ; exemple ;%! S2=12422+ . 402 1]1]ofofo]ofo|o|o]o]o]o]o]o]o]o]o]o
—1, lanotation factorielle définie par n! =n(n — 1)(n 2)..43.2.1; 2|01 |o|o]o|o|o|o|o|ofo]o|o|o]|o]|oO [0
- | | la valeur absolue, définie par [n|=nsin=0et|n| =-nsi 3|/ofo|o|21|ofo]o|o|ofo|o]o|o|o]|o|o]o
n<0. 4(ofo|o]o|o|1|o|o|ofo|o]o|o|ofofo]o
Il est maintenant possible de trouver des formules qui ne 5 (0o |ofo]ofo|o|o|o|2a|[o|o|o|o]|o]|o]|o
«trichent pas». Le premier exemple est une formule qui 6lolololololololololololalolololo o
donne tous les nombres premiers et qui pourtant comporte e
37 symboles : P, =2 m(g(n, m) - g(n, m-1))
m+1 819 (1011|112 (13|14 |15|16 (17 |18
t(in) =2+ n[1/(1 +p§2 [(n+2)/p—[(n+ 1)/p]])] n=0 ol o ICREARIEN o o e
ojo|jo|jOfO]JO|]OfO 0|0
Le fonctionnement de cette formule, due a Roland Yélé- ofo|ofo|o|o|o]|o 0o
hada, s’explique en quelques mots. Si n + 2 est un multiple de olofofloJo[o|o]o oo
p, alors (n + 2)/ p est un entier g, etdonc (n+ 1)/ p=q -1/ p. olo]o ololololololo
Ilenresulte que [(n + 1)/ p] =q— 1etque [(n + 2)/p—[(n + 1)/p]] o]o]o HTE olofo|o]o

est égal a 1. En revanche, si n + 2 n'est pas un multiple de p,
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