a été calculée avec une bonne précision, elle vaut : .
1,30637788386308069046861449260257129167845851 2 LTSI BUIE [FolnlbLE FOLIS R
56713644368053759966434... P@) =[((-1)! + 1) /i-[(i-1)!/i]]; P(i) vaut 1 si i est premier.
Pourn=1, onobtient2 ;pourn=2,11 ; pourn=3,1361;
pour n = 4, 2521008887, nombres qui sont premiers, comme
on le vérifie sans peine. Hélas, la formule [A3"], amusante et
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curleu§e, est sans intérét prathu_e,_ car pour'l ut_lllserl il faut P(m) = Z P(i) ; P,(m) est le nombre de nombres premiers < m -
connaitre A avec une grande précision, ce qu'aujourd'hui on i=1 =
ne sait obtenir qu'en calculant... les nombres premiers eux- Z | sl e @l 7| &L | S0l ][] B9 | 08|00 || 27 | e =3
a | ~ leau’ ; lcul 1| 2[2]|3|3|4|4]|l4a]la|5|5]|6|6]|6]|6]7]|7
mémes. |l paraitimprobable qu'on puisse calculer cette constante o

autrement qu'a partir des nombres premiers, mais il serait mer- P.
veilleux d’y parvenir. Cette formule ne donne les nombres m

premiers que parce que l'information sur les nombres premiers  pN2 18 {41516 |7 |8 |9 110 |11 |12 |13 |14 ]15 |16 |17 | 18
est cachée dans la constante A... Dans la méme veine, un résul- 1]1[2]2]3]3/[4 4]5|5|6|6|6|6]7 |7
tat étrange a été démontré par G. Wright en 1951. Il existe 20051 |1(15|15|2 |2 |2 |2|25(25|8 |3 |3 |3 [35]|35
_ _ 222...W 3 10,330,660,66] 1 | 1 [1,33[1,33(1,33(1,33[L,66[L66| 2 | 2 | 2 [ 2 ]2,33[,33
une constante w tglle que la formulg i) =[2 ],,a.vec 4 10,25(05(05(0,750,75( 1 |1 |9 | 1 [1,25[,25|1,5(1,5|1,5 |15 [1,75[1,75
n exposants, fournit un nombre premier pour tout n supérieur
ou égal a 1. La constante w, dénommée bien sOr constante 5]02]04|04]06/06]08 0808081 |1 [12]1,2]12]1,2]14 |14
de Wright, vaut 1,9287800... 6 (0,16[0,33/0,33/ 0,5 (0,5 [0,66/0,66{0,66/0,66/0,83/0,83] 1 | 1 | 1 [ 1 [1,16[1,16
La formule suivante — un peu plus compliquée — va faire
comprendre pourquoi ni la formule de Mills ni celle de Wright [Pi(m)/n];[a]donne lavaleur entiere du nombre a
ne sontlautre ch_ose que des curios?tés :_iI existe“une constante L N[5 T34]5]6]7 8o 10]11 121314151617 18
(appelee parf0|sé constante dg: Liouville-Erdos) telle que la 1111212131314 4 44|5|5(6l6]6lel7 |7
formule : [L x 10™]—[L x 100-1?]102-1 donne le n-iéme nombre Slolzlzlelzl2l2l2l212l203 (333|332
premier pour toutn=1:p, =2,p,=3,p;=5,p, =7, ps =11, afolololz |z e lelelalalelzlzl22]2]2
Pe = 13, p, = 17, etc. Cette formule non seulement ne donne B o lololololslz el s B £ 1 1
gue des nombres premiers (comme les deux précédentes), 1
mais elle les donne tous dans l'ordre. L'escroquerie apparait 5/0]10]0/0]0j0J0J0JOJT|1J2]1|1)2]l/|1
quand on voit la constante L : 6jojojofojofojojofOojojof2 2t 1 1 L]l
L = 0,20030000500000070000000110000000001300..., min ([Pj(m)/n], 1) =g(n, m) ; min (x,y) = (x+y—-Xx -y 0/ 2
le n-iéme nombre premier est placé en position n 2. Le détail min donne le minimum des nombres entre ().
du mécanisme de calcul est eXpquué en figure 1. u 2 3|a|5|6 |7 |8 |9 |10]|12l12|123124|15]|16]17 |18
1|1 111 |1 |11 (1)1 (|1]1 1(1(1 1111 |1
PLUS DE TRICHE! 2(o 2|2 2|22 2|z |2a)afafa]2]|2f2]s |2
3 (0 0|0 1 1 1 1 1 1 1 1 1|1 1 1|1 1
Ce type de formules étant une forme de tricherie, interdisons- o (oo MRl o 2 2 [2 PebErER . [ ERESE
nous d'utiliser des nombres réels qui peuvent cacher une infi- B oo Bl o o [olo NoRRRERER : |2 ERERE
nité d'_|nfpr_mat|ons dans leurs décimales, |nf|_n|te ou I'on peut B [olo Momlo (o lolo BonbaiER . |2 ERRE
loger insidieusement tous les nombres premiers!
Peut-on, en respectant cette nouvelle contrainte, trouver m g(n, m-1).
une formule qui donne tous les nombres premiers? Si on ne nN\?2 |3 |4[5]|6 |7 [8]9 |10)11 )12 |13 |14 |15|16|17 |18
peut pas les obtenir tous dans l'ordre, on se contenterait de 1jof1 |11 f1 )11 j1 1|1 fajaj1f1])21]1 |1
les avoir dans le désordre, avec des répétitions, ou méme 2{ofo |21 )22 2|2 |22 ]2]2 a1 [2])a]1 |2
d'en avoir une infinité. slojofofo|a|a|a|afa|afafa]a|a]a]a |2
Ce qu'on a vu au début montre qu'on ne réussira qu'avec alojofofojofo|z 1|2 2|2 fa]as|a]a]a |2
un symbolisme un peu plus riche que celui des polynémes. 5|0 oflo|ofo|o|o|ofo|ofa[a]|1|a]a]a |2
Proposons d'accepter le symbolisme naturel suivant considéré 6lo|o|o|lo|o|ofofofo|ofofofz|[afafa |2
comme banal en algebre et en arithmétique :
— [x] partie entiére de x, définie comme l'arrondi a I'entier infé- g(n, m) - g(n, m-1)
rieur de x (déja utilisée plus haut) ; 2[5 a5 |6 ]7 e e |10 |12 ]13]14]15 |16 |17 |18
— 2, pour la somme généralisée ; exemple % 22=12+22+..+n? | W1 [0 Jo oo |o |o o |o]o]ofeo|o foilo o
—1, lanotation factorielle définie par n! =n(n — 1)(n 2)..43.2.1; 2|01 |o|o]o|o|o|o|o|ofo]o|o|o]|o]|oO [0
- | | la valeur absolue, définie par [n| =nsin =0 et|n| =-n si 3|/ofo|o|21|ofo]o|o|ofo|o]o|o|o]|o|o]o
n<0. 4(ofo|o]o|o|1|o|o|ofo|o]o|o|ofofo]o
Il est maintenant possible de trouver des formules qui ne 5 (0o |ofo]ofo|o|o|o|2a|[o|o|o|o]|o]|o]|o
«trichent pas». Le premier exemple est une formule qui 6lolololololololololololilololololo
donne tous les nombres premiers et qui pourtant comporte 1
37 symboles : Pn =2 M(g(n, m) - g(n, m-1))
m+1 8 |9 |10|11|12)|13|14 (15|16 |17 |18
t(in) =2+ n[1/(1 +p§2 [(n+2)/p—[(n+ 1)/p])] n=0 ol o ICREARIEN o o e
0O|j|0|j0|J0O0O]J]0O]JO]|O]O 0|0
Le fonctionnement de cette formule, due a Roland Yélé- o|lo|ofo|o]o|ofo 0o
hada, s’explique en quelques mots. Si n + 2 est un multiple de ololololoflololo oo
p, alors (n + 2)/ p est un entier g, etdonc (n + 1)/ p=q -1/ p. olo]o oloflololo]lo]o
llenrésulte que [(n + 1)/ p] =q— 1etque [(n + 2)/p—[(n + 1)/p]] o [0 [0 Hm o o]0 o]0

est égal a 1. En revanche, si n + 2 n'est pas un multiple de p,
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