NOMBRE PREMIER PALINDROMIQUE
FrORME DES 10 CHIFFRESr
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ans le zoo des nombres, les mathé-
maticiens ont identifié, il y a plus
de deux mille ans, une espece
remarquable, les nombres pre-
miers (comme 2, 3,5, 7, 11, ...) quine sont
multiples exacts que de 1 et d'eux-mémes.
Ces nombres sont aux entiers ce que les
éléments sont aux composés chimiques,
car tout nombre entier se décompose de
facon unique en produit de facteurs pre-
miers. Exemple :440=2 x2 x2 x5 x 11.

L'esprit de sérieux s'est emparé du
sujet, et des milliers de pages de mathé-
matiques difficiles, voire tres difficiles, ont
été écrites sur cette espece numérique
qui ne sera jamais en voie d'extinction
puisqu'elle est infinie et que, de toute
facon, lorsqu'un nombre est premier, rien
ne peut changer sa nature!

Les universitaires sont obsession-
nellement attachés a la répartition des
nombres premiers (quelle est la propor-
tion moyenne des nombres premiers parmi

Les chasseurs
de nombres premiers

JEAN-PAUL DELAHAYE

Nuit et jour, des centaines d'ordinateurs
recherchent éperdument des nombres premiers.

les nombres inférieurs a n?) ; ils s’y cas-
sent le nez depuis plus de cent ans (la
conjecture de Riemann, qui donnerait des
informations précises de répartition
échappe obstinément a toutes les tenta-
tives de preuve). Parallélement, une secte
d'amateurs est restée fidele a la tradition
des pythagoriciens qui furent sans doute
les premiers a définir et & préter atten-
tion aux nombres premiers, et a y cher-
cher émerveillements et amusements.
Les membres pacifiques et tranquilles
de cette secte examinent les sous-
especes de nombres premiers, menent
toutes sortes de calculs, lancent des défis
sans cesse renouvelés qui résistent ou
tombent, mais sont alors reformulés en
défis plus forts ou plus absurdes. Le
tout constitue un jeu a I'échelle planétaire
qui s’épanouit sur Internet. Ces zoologues
mathématiciens se sont particulierement
intéressés aux nombres premiers repu-
nits et aux nombres premiers palindromes.

1. REPUNITS EN BASE 2 ET NOMBRES DE MERSENNE

En base 2, les repunits sont de la forme 2" — 1. Ces nombres premiers
sont dénommés les nombres premiers de Mersenne, en I'honneur du
pére Mersenne, qui les étudia en 1644.

Ces nombres sont particulierement intéressants, car on connait une
méthode trés efficace pour en tester la primalité. Le test de Lucas-
Lehmer est basé sur le résultat suivant : 2P — 1 est premier si et
seulement si 2P — 1 divise S(p — 1), ot S(1) = 4 et S(n + 1) = S(n)2 — 2.
Gréce a ce test, le plus grand nombre premier connu est un nombre de
Mersenne. Il s'agit de 23021377 _ 1 (découvert en 1998 par Clarkson,
Woltman et Kurowki), qui comporte 909 526 chiffres. On espére trouver
un nombre premier de un million de chiffres avant I'an 2000.

On connait aujourd’hui 37 nombres premiers de Mersenne, qui sont
ceux correspondant aux exposants: 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89,
107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941,
11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091,
756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021377. On ne sait
prouver que les nombres de Mersenne premiers sont en nombre infini,
ni que les nombres de Mersenne composés ayant un exposant premier
sont en nombre infini.
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LES REPUNITS

Les repunits sont des nombres consti-
tués d’'une chaine de 1. Le nombre 11 est
premier. En revanche, le nombre 111 ne
I'estpas, car 111 = 3 x 37. De méme, quatre
"1" consécutifs ou cing "1" ne constituent
pas des nombres premiers: 1111 =11 x 101
et11111 = 41 x 271. Plusloin, 11...1 (19 fois
le "1") est premier comme l'est 11...1 (23 fois
le "1"). D'ou la question : quels sont les
repunits premiers?

Cette question est loin d'étre simple,
et personne aujourd'hui ne connait de
regles simples permettant de savoir sys-
tématiquement et rapidement quels sont
les repunits premiers et quels sont les
repunits composés. Notre ignorance n'est
cependant pas compléte, car on a décou-
vert quelques propriétés des repunits.

— Pour étre premier, un repunit doit
nécessairement comporter un nombre
premier de "1". En effet, sim divise n alors
11...1 (m fois) divise 11...1 (n fois). On le
démontre en généralisant I'égalité
111111111111 = 1111 x 100010001 (ce qui
est facile).

—Un nombre repunit ne peut étre niun
carré (comme 25 =5 x 5), ni un cube
(comme 27 = 3 x 3 x 3), ni une puis-
sance cinquieme (comme 32 =2 x 2 x 2
x 2 x 2). Les deux derniers résultats sont
récents, et nul ne sait ce qui se passe pour
les puissances autres que les multiples de
2,3eth.

Les repunits de petites tailles (moins
de 30000 chiffres) susceptibles d'étre pre-
miers ont été étudiés soigneusement.
On peut résumer ce qu'on saiten quelques
mots :

—11...1 (n fois le "1") est un nombre
premier pour n = 2, 19, 23, 317 (décou-
vert par Hugh Williams en 1978), 1031
(découvert par Hugh Williams et Harvey
Dubner en 1986).

— Aucune autre valeur de n inférieure
a 30 000 ne donne de repunits premiers.
Au-dela de 30000, les calculs deviennent
trop longs, et I'on ignore donc ce qui s'y
passe, comme d'ailleurs on ignore si
I'espece des repunits premiers est infinie.
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La factorisation des repunits est un sport plus difficile que
la simple détermination de la primalité : aussi étonnant que
cela paraisse, on sait prouver qu'un nombre n'est pas pre-
mier avec certitude sans pour autant donner la moindre idée
de ses facteurs (voir la figure 1, ou une méthode de ce type
est décrite pour les repunits en base 2). Le nombre composé
de 77 fois 1 n'est pas premier (c'est assez facile a démon-
trer), mais ses deux facteurs sont difficiles a identifier : I'un
est un nombre premier de 30 chiffres, l'autre un nombre pre-
mier de 41 chiffres. On sait aujourd’hui factoriser tous les repu-
nits jusqu'a 157 chiffres.

Les repunits ont la particularité évidente d'étre identiques
a eux-mémes quand on inverse l'ordre de leurs chiffres.
Dit autrement, ce sont des palindromes numériques. Bien
sar, il y a d'autres nombres palindromes, par exemple 12321
ou 843348.

D'ou la question naturelle et pressante pour tout amoureux
des nombres : quels sont les nombres premiers palindromes?
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LES NOMBRES PREMIERS PALINDROMES

Il est évident que 11 est le seul nombre premier palindrome a
deux chiffres (un tel nombre est de la forme XX, et donc multiple
de 11). Exception faite de 11, il n'existe aucun nombre premier
palindrome ayant un nombre pair de chiffres a cause du critere
de divisibilité par 11 : tout nombre dont la différence de la
somme de ses chiffres de rang impair et de ses chiffres de rang
pair est nulle, est divisible par 11. En revanche, il existe 15 nombres
premiers palindromes possédant 3 chiffres : 101, 131, 151, 181,

17+16<15<14--13 2. Spirale de Ulam retraitée : les nombres

entiers sont inscrits a la suite les uns des
autres selon une spirale carrée représentée
a droite. Sur la figure ci-dessous, les dia-
meétres des sphéres associées a chaque
nombre sont proportionnels au nombre de
diviseurs de ce nombre. Un nombre premier
se réduit a un point.

18 5«43 12

9 6 1-—»2 11
20 7—+8 -9 10

2122

101

Jeaﬁ-Frangols Col

calcul

logique





