alapremiére, soitau
total 3/d découpes
(voir la figure 3).

Pour ce travail de
séparation, on dépense
une énergie E égale a
I’énergie de liaison de
toutes les molécules conte- : g
nues dans ce centi- %

meétre cube de liquide. W

Comme chaque découpe crée deux
surfaces de un centimétre carré, elle
consomme la méme énergie que celle
gue nous avons déployée précédemment
pour augmenter de un centimétre carré
I'aire de l'interface séparant le liquide et
I'air, soit 2T (puisque la tension superfi-
cielle est une énergie par unité de sur-
face). Ainsi, ces 3/d découpes nécessitent
une dépense d'énergie égale a 2T x 3/d,
égale a I'énergie E de liaison d'un cen-
timétre cube. Finalement, la distance d
entre les molécules d'un liquide est donc
égale a 6T/E.

L’ENERGIE DE LIAISON

Reste a déterminer I’'énergie de liai-
son. Pour cela il suffit d’éloigner les molé-
cules en les évaporant et de calculer
I'’énergie nécessaire a cette évapora-
tion, c’est-a-dire la variation d’énergie
interne entre la température ambiante
et I'ébullition. Tout d’abord, il faut ame-
ner 'eau a température ambiante (20 °C)
jusqu’a la température d’'ébullition
(100 °C), c'est-a-dire augmenter sa tem-
pérature de 80 °C. La dépense d’éner-
gie requise est alors égale au produit
de sa capacité calorifique par I'éléva-
tion de température, soit 4,18 joules par
centimetre cube et par degré que mul-
tiplie 80 °C.

Puis, I'évaporation requiert une éner-
gie supplémentaire, égale la chaleur
latente d’évaporation, soit 2 260 joules
par centimétre cube. Toutefois, pour cal-
culer I'énergie de liaison, il faudrait sous-
traire le travail fourni par la détente de
la vapeur d’eau sur I'air ambiant, mais sa
valeur relative est faible : I'essentiel de
la variation d’énergie interne est due a
I'évaporation.

Ainsi, le changement
d’état du liquide au gaz
requiert une grande
guantité d’énergie.
C’est pour cette raison
que le refroidissement
par évaporation est si
efficace. Par exem-
ple, quand on veut
refroidir un objet qui est
a une température su-
périeure a 100 °C, il suf- '
fit d'y verser de I'eau : en 4
s'évaporant, I'eau pompe de
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I'énergie al'objet qui
est refroidit effi-
cacement. Finalement,
I’énergie de liaison est
égale a 2 420 joules par
centimétre cube.
Pour I'eau, la valeur de
6T/E donne 0,18 nano-
i metre. L'ordre de grandeur
2B est bon, mais la valeur est infé-
rieure a la valeur expérimentale
de 0,32 nanometre. Pourquoi cette dif-
férence? Parce que la molécule d'eau
n'est pas une sphere (ses deux atomes
d’hydrogene reliés a I'oxygene forment
un angle de 104,5 degrés) et que des liai-
sons hydrogéne imposent une orienta-
tion aux molécules d’eau, de sorte que

convaincre ses contemporains de la réa-
lité des atomes et des molécules.

FILM MONOMOLECULAIRE

Finalement, mentionnons une obser-
vation due a Benjamin Franklin, le pére
du paratonnerre, qui visait a mettre en
évidence I'existence d’un film mono-
moléculaire. En 1762, lors d’'un voyage
a Londres, Franklin avait remarqué
qgu’en versant une cuillere a café d’huile
a la surface d'un étang, celle-ci s’éta-
lait sur I'eau d’'une surface d’'un demi-
acre environ (2 000

metres carrés). La
raison de cet

les molécules sont plus écar-
tées que si elles étaient

des sphéres (I'assemblage
des molécules dans
l'eau liquide est représenté
dans le cartouche, a

cOté du titre de l'article).

Examinons une molé-
cule plus proche d'une sphe-
re, telle le tétrachlorure de
carbone (CCl,). Dans cette
molécule, les atomes de chlore
sont disposés au sommet d'un tétraédre,
symétriquement autour de I'atome cen-
tral de carbone (voir la figure 4). Notre
calcul donne 2T = 5,4 x 10 joule par
centimetre carré, et E = 280 joules par
centimétre cube. La distance calculée
est alors égale a 0,58 nanometre alors
que la valeur expérimentale est de 0,54
nanometre.

Remarquons que I'on peut déduire
cette distance a partir de la densité d’'un
liquide et du nombre d’Avogadro (le
nombre de molécules dans une mole,
soit 6,02 x 1023) : la distance entre deux
atomes est la racine cubique du quo-
tient du volume occupé par une mole
de molécules par le nombre d’Avoga-
dro. La densité de 'eau liquide étant de
un gramme par centimeétre cube et sa
masse molaire de 18 grammes par
mole, la distance intermoléculaire trou-
vée est égale a 0,31 nanometre.
Toutefois, cette méthode est
plutdt un moyen d’estimer le

nombre d’Avogadro : on
mesure la taille des
molécules et, avec le
volume molaire, on
déduit le nombre
d’Avogadro. En 1913,
dans son livre Les
atomes, le physicien
francais Jean Perrin
avait d’ailleurs donné
_unedizaine de méthodes
: convergentes pour calculer
le nombre d’Avogadro et

étalement,
‘ gu’'ighorait
3 Franklin, est que I'hui-

le possede une téte
hydrophile, qui pénétre dans I'eau, et
une chaine hydrophobe qui reste dans
I'air : I'huile forme un film dont I'épais-
seur est égale a la taille d’'une molé-
cule. Dans ce cas, le volume versé est
le produit de la surface d’huile par
I'épaisseur du film.

A partir des observations de Frank-
lin, on déduit que la taille d’'une molé-
cule d’huile est de 2,4 nanométres, un
ordre de grandeur inférieur a la valeur
réelle. La principale erreur réside dans
la supposition que la couché formée est
unique : en fait I'huile s’étale en plu-
sieurs couches monomoléculaires
superposées. Des expériences fondées
sur le méme principe permettent des
mesures de la taille de molécules orga-
niques variées. Ainsi, I'évaluation de la
taille des molécules n’est qu’une ques-
tion d'observations.
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es marchands de fruits résolvent

tous les jours le probleme posé

par Kepler, il y a prés de quatre

siecles : comment placer des
spheres identiques pour que la configu-
ration obtenue soit la plus compacte
possible?

Prenons une grande quantité de
spheres de méme taille, des oranges
par exemple, et posons-les une a une
sur une table. Pour économiser de la place,

La conjecture d@

Kepler dem

CHRISTOPH POPPE

La meilleure maniere d’empiler des
identiques de maniere aussi dense que pos

est la plus simple.

nous disposons chaque nouvelle sphére
au contact de deux sphéeres déja placées.
Nous continuons ainsi a placer des
oranges pour paver la totalité de la sur-
face de la table. Les centres de tout
ensemble de trois sphéres en contact for-
ment un triangle équilatéral, et c’est
avec cet arrangement que nous plagons
le plus de spheres sur la surface de la
table. Cette optimisation n'a rien d’'éton-
nant, puisque nous pouvons paver un plan

eres

avec des triangles équilatéraux sans lais-
ser d'interstices. Donc, si nous voulons
placer des disques sur un plan en laissant
le moins de vides possible, la solution
est connue.

Sur cette premiéere couche, nous empi-
lons de la méme facon une seconde
couche, dont les sphéres se placent
«d’elles-mémes» dans les réceptacles que
les groupes de trois sphéres jointives de
la premiére couche ont laissés. Un obser-

a b

N/ N\NA/NA/NA/\A
YV Y\ VAVAVA'AVA‘AVA'AV'Y
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV

VUMV

1. L'empilement le plus compact dans une caisse carrée, dont
lalongueur d’un coté est un multiple du diamétre des spheéres,
est la disposition cubique (a). Des spheres identiques empi-
lées en couches planes pavées par un motif de triangles
équilatéraux (b) donnent «a I’infini» un arrangement plus
compact. Ces structures illustrent une difficulté du pro-
bleme de Kepler : on ne peut partir d’un arrangement com-
pact et le généraliser a une structure infinie pour déterminer
I’arrangement le plus compact. Toutefois, si I’on veut mini-
miser la surface couverte par des disques de méme dimen-
sion, il faut les placer dans une boite de base parallélépipédique :
avis aux emballeurs! L’empilement de Kepler est formé de
tétraedres (c) et d’octaedres (d), mais aucun polyedre d’un
type n’est adjacent, par une face, a un polyedre de méme type.
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vateur attentif remarque qu’un trou sur
deux reste vide : dans un triangle sur deux
(bleu sur la figure 1b) est posée une sphére
de la deuxieme couche ; dans un triangle
surdeux (vide), il N’y a pas de sphere. Dans
les espaces «vides» de la seconde couche,
nous déposons les sphéres pour former
la troisiéme couche, et ainsi de suite.
Comme a chaque couche, nous sommes
libres de choisir, soit les espaces corres-
pondant aux triangles bleus, soit les autres,
nous pouvons construire ainsi une infi-
nité d'arrangements de spheres, dont les
densités seront égales.

Bien entendu, un empilement de
spheres de méme taille ne remplira jamais
I'espace aussi complétement qu’un empi-
lement de cubes, car, entre les surfaces
courbes des spheres, il subsiste néces-
sairement des vides. Le volume occupé
par les spheres représente, dans le cas
de 'arrangement des oranges, T/V18, soit
74,048 pour cent du volume total.

L’'arrangement minimise-t-il les
volumes vides? La question parait réso-
lue et donc évidente, car nous ne pouvons
imaginer un entassement plus dense. Le
mathématicien et astronome Johannes
Kepler, plus connu pour ses trois lois régis-
sant le mouvement des planetes, avait
déja conjecturé, en 1609, qu'il étaitimpos-
sible d’obtenir mieux, c'est-a-dire qu'il était
impossible d’'inventer un empilement lais-
sant moins d’espaces vides. Le probleme
est de formulation simple, la démonstra-
tion est étonnamment difficile.

Ainsi, I'histoire se répéte : un génie,
style Kepler, Fermat ou Goldbach, lance
une hypothése, et les scientifigues met-
tentdes siécles & la prouver. Le probléme

de Kepler résista aux efforts des spécia-
listes un peu plus longtemps que la conjec-
ture, beaucoup plus célébre, de Fermat.
La conjecture de Kepler était néanmoins
assez importante pour que, en 1901, David
Hilbert la mentionne dans la série de
problemes que les mathématiciens avaient
a résoudre au Xx@siécle.

Durant I'été 1998, Thomas Hales, de
I'Université du Michigan a Ann Harbor,
avanga avec circonspection une démons-
tration de la conjecture de Kepler gu'’il sou-
mit a la vérification de ses collégues.
Thomas Hales était prudent : la démons-
tration de la conjecture, comme d’ailleurs
celle de Fermat, avait, par le passé, sus-
cité nombre de déconvenues.

Toutes les prétendues démonstrations
précédentes, et elles furent Iégion, étaient
fausses. Ainsi, la démonstration de Wu-
Yi Hsiang, mathématicien a I'Université
de Californie, a fait couler beaucoup
d’encre ; Wu-Yi Hsiang est a présent le
seul a considérer que sa démonstration
est exacte, contre ['avis de lacommunauté
mathématique, laquelle le condamne
«faute de preuve». Quant a la conjec-
ture de Goldbach, elle résiste encore.

CE QUI EST PATENT...
N’EST PAS EVIDENT

Al'opposé d'Andrew Wiles, qui a démon-
tré la conjecture de Fermat aprés dix
ans de travail dans le plus grand secret,
Thomas Hales n’a jamais fait mystére de
ses travaux. Son ceuvre est a la disposi-
tion de tous sur le site Internet
http://Aww. math. Isa. umich. edu/~hales
/countdown/kephistory. html.

i :“."'-'[
T e .
ATLE (PP

2. Kepler (1571-1630) vécut, a la fin de sa
vie, dans cette maison de Linz, en Autriche.

Ou la difficulté réside-t-elle ? Pourquoi
est-il si difficile de démontrer selon les
strictes regles de I'art mathématique un
fait patent qui semble relever de la géo-
métrie élémentaire?

Premierement, il est difficile d'imagi-
ner des solutions meilleures que la plus
évidente... parce qu'il n’en existe pas. Il
y a également une inhibition : on a spon-

n général, des globules égaux, rassemblés dans un

récipient quelconque, s'ordonnent de deux maniéres,
selon les deux modes de leur disposition dans un plan
guelconque.

En effet, si vous réunissez a I'étroit des globules égaux
errant sur un méme plan horizontal, de sorte qu'ils se tou-
chent réciproquement, ils s'unissent ou bien en forme trian-
gulaire ou bien en forme carrée. Dans le premier cas, six
globules en entourent un, dans l'autre cas, il y en a quatre.
La proportion du contact est la méme pour tous les globules,
sauf les derniers. L'égalité ne peut étre gardée par la forme
pentagonale, I'hexagone se résout en triangles, de telle
sorte que les deux ordres précités sont les seuls.

Sil'on en arrive a la construction solide la plus serrée qui
puisse se faire, et qu'on superpose les uns aux autres les
rangs d'abord ajustés en plan, ils seront ou bien en carré A
ou entriangle B. S'ils sont en carré, ou bien un globe de I'ordre
supérieur sera au-dessus d'un globe de I'ordre inférieur ou,
au contraire, chaque globe du rang supérieur sera touché
par les quatre qui I'entourent dans le méme plan, par un au-
dessus de lui et par un en dessous, et ainsi au total par six
autres. L'ordre sera cubique et, aprés compression, on obtien-
dra des cubes, mais ce ne sera pas la disposition la plus
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serrée. Dans la seconde maniére, chaque globe est en contact,
non seulement avec les quatre globes qui I'entourent dans
le méme plan, mais aussi avec quatre en dessous de lui, avec
quatre au-dessus de lui et ainsi au total avec 12 : par com-
pression, ces globes donneront des rhombiques. On rap-
prochera plutdt cet ordre-ci de I'octaédre et de la pyramide.
L'assemblage sera trés serré, de sorte qu'ensuite aucune dis-
position ne permettra d'entasser un plus grand nombre de
globules dans le méme récipient.

D'autre part, si les dispositions construites en plan sont
triangulaires, alors dans la construction solide, ou bien chaque
globe de la couche supérieure se superpose a un globe de
la couche inférieure dans une adaptation de nouveau lache,
ou bien chaque globe de la couche supérieure se trouve entre
trois de l'ordre inférieur. De la premiére maniére, chaque globe
est touché par six qui I'entourent dans le méme plan, par un
au-dessus et par un en dessous, c'est-a-dire au total par huit
autres. Cet ordre sera assimilé au prisme, et, par compres-
sion, on obtiendra, a la place des globules, des colonnes de
six cOtés quadrilatéres avec deux bases hexagonales. De la
deuxiéme maniere, on obtiendra la méme chose que plus
haut, dans la deuxiéme possibilité de I'ordre carré.»

(L'Etrenne, traduction de Robert Halleux)
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