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aux alentours de n, il y a environ 1/log n
nombres premiers (exemple : puisque
log 1 000 000 égale 13,81, vers le mil-
lionième nombre entier, il y a environ un
nombre premier sur 14). Ce «théorème
des nombres premiers» a été démontré
en même temps par le Français Jacques
Hadamard et le Belge Charles-Jean de
la Vallée Poussin en 1896. (Ils vécurent
respectivement jusqu'à l'âge de 98 et 96
ans : le meilleur moyen pour vivre âgé est
de démontrer un tel théorème!)

RARÉFACTION

On constate que les nombres premiers
jumeaux considérés parmi les nombres
premiers se raréfient aussi. Un argument
heuristique (c'est-à-dire qui «suggère» sans
prouver rigoureusement) conduit à penser
que les nombres premiers jumeaux ont une
densité égale à 1/log n parmi les nombres
premiers (ou, ce qui revient au même,
une densité de 1/(log n)2 parmi les nombres
entiers). L’argument est simple : «la pro-
babilité que p et que p + 2 soient simulta-
nément premiers est le produit de la
probabilité que p soit premier par celle
que p + 2 le soit, car les événements sont
indépendants et “donc“ le “1/ log n“ du théo-
rème des nombres premiers fournit un
“1/(log n)2“ (car la probabilité de la conjonc-
tion de deux événements indépendants est
le produit de leurs probabilités).

Cet argument est non seulement insuf-
fisant, mais extrêmement dangereux. En
l'appliquant à p et à p +1, on déduit que
la densité des paires de nombres consé-
cutifs premiers est 1/(log n)2, alors qu'elle
est nulle, puisque, quel que soit p, l'un
des deux nombres p ou p +1 est pair.

G. Hardy et J. Littlewood ont pro-
posé une conjecture (toujours non prou-
vée, bien sûr) selon laquelle le nombre
noté π2(m) de nombres premiers jumeaux
inférieurs à m est approché par la for-
mule : π2(m) ≈ 2 Cj m / (log m)2, où Cj est
la constante des nombres premiers
jumeaux. Dans la formule définissant
Cj, les nombres p sont premiers :
Cj =(1–1/22)(1–1/42)(1–1/62)...(1–1/(p–1)2)...
= 0,6601618158468695739278121...

On pourrait être tenté de rire du culot
des mathématiciens : incapables de mon-
trer qu'il y a une infinité de nombres pre-
miers jumeaux, ils énoncent des résultats
considérablement plus forts (donc plus
difficiles) concernant leur répartition! Leur
attitude est celle d'un alpiniste qui, après
avoir échoué dans l'ascension du Mont-
Blanc, annoncerait : «Ça ne fait rien,
ma prochaine escalade sera l'Everest.»
Ce culot est cependant justifié : en mathé-
matiques, il est souvent arrivé qu'on abou-
tisse dans une recherche en prouvant
un théorème beaucoup plus général et
plus fort que celui que l'on visait initiale-

 

(a) Nombres premiers et premiers jumeaux jusqu'à 2000
Les nombres premiers jumeaux sont séparés de deux unités. La conjecture 
des nombres premiers jumeaux affirme qu'il y en a une infinité. On a 
proposé une conjecture précise : il y en aurait environ 1,32 n /(log n)2 parmi 
les nombres inférieurs à n.
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(b) Raréfaction des nombres premiers jumeaux

103               168                               35                                                      20,83
104               1229                                       205                                            16,68
105               9592                                       1224                                                  12,76
106               78498                                     8169                                                  10,41
107               664579                                   58980                                                  8,87
108               5761455                                 440312                                                7,65
109               50847534                               3424506                                              6,73
1010             455052511                             27412679                                            6,02
1011             4118054813                           224376048                                           5,45
1012             37607912018                         1870585220                                        4,97          
1013             346065536839                       15834664872                                      4,56
1014             3204941750802                     135780321665                                    4,22
1015             29844570422669                   1177209242304                                  3,94

(c) Les plus grandes paires de premiers jumeaux connues

835335 × 239014 ±1               11751  chiffres         Ballinger et Gallot 1998
242206083 × 23880 ±1           11713  chiffres         Jarai et Indlekofer 1995
40883037 × 23356 ±1               6696  chiffres         Lifchitz et Gallot  1998
361700055 × 239020 ±1          11755   chiffres       Lifchitz 1999

(d) Caractérisations et formules
n est le premier élément d'une paire de nombres premiers jumeaux si et 
seulement si :
4((n–1)! +1) + n est un multiple de n(n+2)
 ou (n–1)!(3n+2)+2n+2 est un multiple de n(n+2)
 ou (n–1)!(n–2)–2 est un multiple de n(n+2).
On en déduit que la formule suivante engendre tous les nombres premiers 
jumeaux quand n décrit l'ensemble des entiers ≥0 :
j(n) =3+n[(4(n+2)!+n+7)/(n+3)(n+5)–[(4(n 2)!+n 6)/(n+3)(n+5)]].

(e) Polynôme qui donne tous les nombres premiers jumeaux
Lorsque les variables a, b, ..., z décrivent l'ensemble des entiers positif ou 
nul, les valeurs positives du polynôme suivant, dû à Christoph Baxa (et tiré 
de la théorie des équations diophantiennes), décrivent l'ensemble des 
nombres p tels que p, p + 2 constituent une paire de premiers jumeaux :
(k+2)(1–(wz+h+j-q)2–((g+1)(h+j)+h–z)2–(p+q+z+2n–e)2

–(e3(e+2)(a+1)2+1–o2)2–((a2–1)(n+l+v)2+1–x2)2–(16(a2–1)(n+l+v)2+1–x2)2

–(((a+u2(u2–a))2–1)(n+4d(n+l+v))2+1–(x+cu)2)2–((a2–1)l2+1–m2)2

–(p+l(a–n–1)+b(2a(n+1)–(n+1)2–1)–m)2–(q+(n+l+v)(a–p–1)
+s(2a(p+1)–(p+1)2–1)–x)2–(z+pl(a–p)+t(2ap–p2–1)–pm)2

–(16(k+1)3(k+2)(n+1)2+1–f2)2–(k+1+ia–i–l)2–(4g+k+10–y(k+2)(k+4))2).
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nombres de 
premiers jumeaux 

nombres de 
nombres premiers 

pourcentages de 
premiers jumeaux 

lo
gi

qu
e 

et
 c

al
cu

l




