un nombre premier jumeau, alors la
série des inverses des nombres premiers
jumeaux serait infinie, comme la série des
inverses de nombres premiers (car I'in-
fini divisé par 100 est encore I'infini). Donc
moins d'un nombre premier sur 100 est
un nombre premier jumeau. Ce qui vient
d'étre dit pour 100 peut étre répété avec
1 000, 10 000, etc. Il y a bien raréfac-
tion : en allant assez loin, la proportion des
nombres premiers jumeaux parmi les
nombres premiers tend vers 0.

Il résulte qu'il y a des séquences de
plus en plus longues de nombres premiers
consécutifs ne comportant aucun nombre
premier jumeau. Ce résultat est a rappro-
cher de celui qui énonce qu'il y a des
séquences de nombres composés suc-
cessifs aussilongues qu'on veut : en effet,
par exemple, il N’y a aucun hombre pre-
mier entre N! +2 et N! +N (en effet, N! +2
estmultiple de 2 ; N! +3 multiple de 3 ; etc.).

Que la série des inverses des pre-
miers jumeaux converge est intéressant,
mais cela n’indique évidemment pas qu'il
y a nécessairement une infinité de
nombres premiers jumeaux : la série peut
avoir une valeur finie parce que le nombre
de ses termes est fini, ou parce qu'ils sont
de plus en plus petits. La valeur de la série
(1/3+1/5)+ (1/5+1/7) + (1/11 + 1/19) +...
se dénomme B, la constante de V. Brun.

Cette constante B est particulierement
difficile a évaluer, et I'on ne connalit pas
d'autres méthodes pour la calculer que
d'utiliser directement sa définition : il
faut donc aller trés loin dans le calcul
des nombres premiers.

La constante de V. Brun a été esti-
mée par Daniel Shanks et John Wrench
en 1974 (qui furent aussi les premiers a
calculer 100 000 décimales du nombre T,
en 1961), puis par Richard Brent en
1976. Le calcul de D. Shanks et J. Wrench
utilisa les deux premiers millions de
nombres premiers ; celui de R. Brent prit
en considération les nombres jusqu'a
100 milliards (ils dénombrérent 224 376
048 nombres premiers jumeaux). Plus
récemment, le calcul a été poussé plus
avant par M. Kutrib et J. Richstein, etindé-
pendamment par Thomas Nicely, ce der-
nier étant au centre d'une aventure dont
le récit va nous plonger dans le monde des
erreurs informatiques.

THOMAS NICELY
ET LE PENTIUM D'INTEL

T. Nicely est professeur au Lynchburg Col-
lege, en Virginie, aux Etats-Unis. Il méne
des recherches en théorie «computation-
nelle» des nombres et s'intéresse parti-
culierement aux nombres premiers.
Souhaitant améliorer la précision de la
constante de V. Brun, il langa en 1994
une série de calculs fondée sur I'énumé-
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nombres premiers.

riguement vérifiée.

les quadruplets, etc.

4. LES CONSTELLATIONS
A I'exception de 3, 5, 7, trois nombres premiers consécutifs ne peuvent étre de
la forme [p, p+2, p+4] ; en revanche, [p, p+2, p+6] et [p, p+4, p+6] sont des
formes possibles pour trois nombres premiers consécutifs. Pour quatre
nombres premiers, [p, p+2, p+6, p+8] est possible. C'est ce que I'on dénomme
les constellations, et I'on conjecture que, pour chacune, il y a une infinité de

Hardy et Littlewood ont donné une version numérique de la conjecture des
constellations qui précise leur densité. Cette conjecture semble numé-

Les trois plus grands triplets-premiers connus, tous découverts en 1998, sont :
34344713643960930(23567-21189)_gx21189 _7 _5 1 (1091 chiffres, T. Forbes)
23873826365759390(23567-21189)_gx21189_5 1 +1 (1091 chiffres, T. Forbes)
20834081158360750(23567—21189)_gx21189_5 _1 +1(1091 chiffres, T. Forbes)
Le site Internet de Tony Forbes, http://www.ltkz.demon.co.uk/ktuplets.htm
donne les mises a jour des records actuels pour les constellations, les triplets,

ration des nombres premiers et des
nombres premiers jumeaux inférieurs
a 10%5, A cause du colt des mémoires
informatiques (il en faut énormément pour
aller jusqu'a 10%%), son calcul se déroulait
partranches ; quand il passait d'une tranche
a la suivante, il effacait les nombres pre-
miers calculés aprés en avoir extrait les
informations qui l'intéressaient (il est plus
facile de calculer des nombres premiers
que de les stocker!). La séparation en
tranches lui a permis aussi de répartir
son calcul sur de nombreux ordinateurs
qu'il faisait travailler pour lui dés que
leurs propriétaires les laissaient inoccu-
pés (technique qui est devenue clas-
sique pour mener de longs calculs).

De facon a garantir les résultats,
T. Nicely, comme il est d'usage dans ces
domaines, effectuait de nombreux
contréles : calculs effectués plusieurs fois,
recoupements de méthodes indépen-
dantes, etc. Notons que, dans l'absolu,
méme apres contréles, nul ne peut exclure
gu'il subsiste encore une erreur. Il se peut,
par exemple, que deux erreurs dans deux
calculs différents produisent le méme résul-
tat... erroné. Cette possibilité est cepen-
dantjugée tres improbable, et 'on néglige
une telle éventualité. Comme toujours
en sciences expérimentales, la probabi-
lité d'erreur peut étre rendue faible, voire
trés faible, mais jamais totalement nulle.

Lors de son calcul, T. Nicely, a sa
grande déception, trouva une anomalie.
Quelque chose clochait, car deux résul-
tats qui auraient d( coincider étaient dif-
férents. Dans un tel cas (fréquent!), le
programmeur commence par Soupgon-
ner (a) le programme, puis, dans l'ordre,
(b) le compilateur ; (c) d'éventuels virus ;
(d) le systéme d'exploitation et seulement
enfin (e) le matériel : mémoires, bus de
données ou microprocesseur. On n'en
arrive pratiquement jamais a I'étape (e),
car on a trouvé l'erreur avant ou, assez
fréquemment, elle a disparu quand on a

modifié le programme sans que personne
ne comprenne bien pourquoi ! Les causes
matérielles peuvent étre particuliéres a
votre machine (saleté sur un de vos cir-
cuits, composants défectueux) ou géneé-
rales : erreur dans la conception ou le
dessin d'un circuit. L'erreur aléatoire pro-
voquée par un rayon cosmigue inoppor-
tun ou une charge électrique parasite
qui fait basculer un circuit ne sont pas a
exclure, mais elles sont quasi impossibles
a diagnostiquer rétrospectivement.

L'anomalie décelée par T. Nicely refu-
sait de disparaitre : aucune des causes
simples envisagées ne semblait respon-
sable. Apres plusieurs semaines de
recherche durant lesquelles T. Nicely avait
fait exécuter la partie du programme
d’ou semblait provenir I'erreur sur un
processeur plus ancien (un 486 d'Intel),
il assista interloqué a sa disparition. En
décortiquant alors de prés sa découverte,
il aboutit (quatre mois apres la détection
de l'erreur) ala certitude que c'étaitle Pen-
tium d'Intel qui était la cause du mal. Celui-
ci évaluait faussement I'inverse des
nombres premiers jumeaux : 824 633 702
441 et 824 633 702 443, I'évaluation étant
fausse dés le dixieme chiffre!

Aprés avoir averti la Société Intel,
qui ne répondit pas, il informa ses col-
legues de I'erreur et la nouvelle se répan-
dit dans le monde entier comme une
trainée de poudre, obligeant Intel a réagir.
Intel reconnut avoir eu connaissance de
I'erreur, mais ne pouvait échanger toutes
les puces défectueuses (plus de cing mil-
lions en avaient été vendues, et méme
le puissant Intel n'aurait pu supporter le
colt d'un remplacement systématique).
Seuls les acheteurs pouvant attester que
le type d'erreurs détectées dans certaines
divisions étaient graves pour eux purent
obtenir la puce de remplacement (quand
elle fut rendue disponible). Il en résulte
que la puce de nombreux ordinateurs
encore en service (fabriqués en 1994 et




1995) reste défectueuse (voir la figure
1, qui vous permet de savoir si vous
étes concerné). Si cette imperfection
est sans importance pour faire courir et
sauter Lara Croft ou pour le bon fonc-
tionnement d'un traitement de texte, il n'‘en
est pas ainsi pour ceux qui utilisent un
tableur ou un logiciel de statistiques.

L'argument avancé par Intel que I'er-
reur ne se produit qu'une fois tous les 27 000
ans pour un utilisateur moyen faisant 1 000
divisions par jour est contestable. D'une
part, un utilisateur de tableur de logiciel
scientifique ou de comptabilité fait beau-
coup plus de 1 000 divisions par jour ; d'autre
part, le taux d'erreurs du Pentium est dix
millions de fois supérieur a lanorme admise
dansle monde des processeurs. Les ingé-
nieurs d’Intel avaient commis une bourde
dans la partie de la puce servant a faire
les divisions, et cette erreur, gravée au
plus profond de cing millions de puces dis-
séminées dans le monde entier, était vrai-
ment ennuyeuse, quoi que prétende Intel.

Un analyste financier trouva des cas
ou le quatrieme chiffre d'un résultat était
faux. Un expert médical affirma que : «Toute
erreur un tant soit peu significative dans
une analyse de résultats est susceptible
d'entrainer des conséquences sur la vie
et la mort.» Pendant plusieurs maois,
Intel fut l'objet de moqueries qui
circulaient sur le réseau : «Combien
de concepteurs du Pentium faut-il pour vis-
ser une ampoule? Réponse : 1,999904274,
mais c'est une bonne approximation pour
un non technicien» ; «Pourquoi Intel a-t-il
préféré le terme Pentium plut6t que 586,
qui venait naturellement apres le proces-
seur 4867 Parce qu'il a additionné 486
avec 100 en utilisant le Pentium et qu'il a
trouvé 585,999990132», etc.

Les puces vendues aujourd'hui sont
bien slr exemptes du défaut qu'intel a
appris a repérer avant d'en vendre des
millions : si votre machine est récente,
Vous n'avez rien a craindre.

L'ARITHMETIQUE
JUSTIFIEE ?

La découverte d'une telle erreur lors d'un
calcul sur les nombres premiers a été
saluée par de nombreux mathémati-
ciens comme une preuve de leur propre
utilité : il n'est pas absurde de mener de
longs calculs arithmétiques qui poussent
dans leurs retranchements les différents
composants matériels et logiciels d'une
machine, du processeur jusqu'au compi-
lateur, et permettent de découvrir des
erreurs qui, sinon, passeraientinapergues.

Je ne pense pas que cela soit tres
sérieux. Il serait triste que les mathéma-
ticiens ne puissent justifier leur exis-
tence que par de tels exploits. On devrait
affirmer que : «Les microprocesseurs sont

utiles, car ils servent a faire de bonnes
mathématiques», plutdt que l'inverse :
«Les mathématiques sont utiles, car elles
servent a faire de bons microprocesseurs.»

C'est la tentative, quelque peu scan-
daleuse, d'Intel de cacher ce qu'il savait
qui a été dévoilée, et elle ne I'a été que
parce que T. Nicely n'a pas renoncé a
identifier la cause d'erreur. C'est finale-
ment I'existence du monde universi-
taire, avec sa liberté, son esprit de curiosité
et son exigence de rigueur poussée
parfois jusqu'a I'absurde qui fut a l'origine
de la découverte du camouflage. Une
entreprise industrielle ou commerciale
aurait-elle accepté qu'un de ses employés
découvrant un probleme — plutét bénin —
dans un programme mene la recherche
de I'erreur plusieurs mois de suite jusqu'a
la rechercher dans le microprocesseur?

LES ECARTS ENTRE
NOMBRES PREMIERS

L'objectif «premier» de T. Nicely était Iiden-
tification des records d'écarts entre
nombres premiers. On sait que deux
nombres premiers consécutifs peuvent
étre tres écartés |'un de l'autre. Beaucoup
plus difficile est de savoir quand un écart
donné se produit pour la premiére fois.

La premiere fois que I'écart 6 apparait
est apres 23, car 24, 25, 26, 27 et 28 sont
COMpOsés (pour mesurer un écart, on consi-
dére la différence entre les deux nombres
premiers qui encadrent les nombres com-
posés consécutifs, 23 et 29 dans notre
exemple). La premiére fois qu'apparait
I'écart 110 est apres 370261. Aujourd'hui,
grace au programme de T. Nicely, on sait
que la premiére fois que I'écart 906 appa-
rait, c'estapres 218209405436543, et 906
est le plus grand nombre pour lequel on
connaisse cette information.

Dans son article a paraitre, T. Nicely
remercie Intel pour un don d'ordinateur
et pour l'aide apportée par plusieurs ingé-
nieurs d'Intel dans le perfectionnement
de son programme. Sans rancune!

D. Shanks a conjecturé que la taille
de la premiére apparition de I'écart E se
produit au nombre premier p(E) = exp VE.
Cette conjecture a été affinée par Wein-
traub qui proposa aprées expérimentation :
p(E) = exp(v1,165746 E ). Un argument
heuristique proposé par Marek Wolf
conduit a une conjecture plus fine encore :
p(E) = EY2 exp ((log %(E) + 4E)"/ 2)

Les calculs de M. Wolf et de T. Nicely
confirment cette loi. Il n'est pas étonnant
ici que ce soit un physicien qui propose
la conjecture la plus avancée, car, comme
on ne sait quasi rien démontrer sur les
écarts entre nombres premiers, l'arith-
meétique est sur ce point une science obser-
vationnelle proche de la physique, ou
I'on utilise des lois (bien sr, non démon-

trées) pour en proposer d'autres (non
démontrées) qu'éventuellement on pourra
confirmer ou invalider par un calcul.

UN RESUL:I'AT NOUVEAU
ET TRES SIMPLE

Signalons une magnifique découverte
récente concernant les écarts entre
nombres premiers, due encore a M. Wolf,
cette fois associé a A. Odlyzko et M. Rubin-
stein. Pour la tranche des nombres pre-
miers qu'on explore systématiquement
(aujourd'hui de 1 a environ 1015), on
constate que 6 est I'écart entre nombres
premiers le plus fréquent. Doit-on alors
penser gu'il en est toujours ainsi?

Non, l'analyse heuristique et le calcul
pour confirmation conduisent a penser qu'il
y a changement du «champion» vers
1,7 1088, I'écart gagnant 6 étant alors rem-
placé par 30. Plus loin vers 5,81 10%%8, le
champion devient 2 310, puis vers
1,48 108656 j| devient 30 030. Larégle sem-
ble étre que les champions successifs sont
les produits des nombres premiers :
6=2x3;30=2%x3x%x5,2310=2x
3x5x7;30030=2%x3x5x7x11;etc.

La conjecture affirmant que les choses
sont réellement ainsi (c'est-a-dire qu'in-
définiment il y a changement des cham-
pions, qui sont successivement tous les
produits de nombres premiers) est telle-
ment éloignée de tout ce qu'on sait démon-
trer qu'on peut affirmer sans risque qu'avec
I'étude de I'écart entre nombres premiers
les mathématiciens ont de quoi s'occu-
per quelques siecles... si ce n'est un mil-
Iénaire entier.
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