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Que vous soyez...

... affairiste notoire, politicien cor-
rompu, sportif dopé, escroc rutilant...
ou tout simplement prudent,

Cryptez vos données
sensibles!

Belzebuth et la Société de Calcul
Mathématique, SA, présentent

Sieve Il le diabolique
La référence ultime en matiere de
cryptographie logicielle
e simple d’installation : Windows

95, 98,NT,

e simple d’emploi : mot de passe
de 4 caractéeres,

= inviolable : Sieve Il le diabolique
utilise un procédé nouveau, le cryp-
tage dynamique récursif, congu par
laSCM. Un prixde 10 OOOF est offert
depuis deux ans a la premiere per-
sonne qui parviendra a décrypter le
texte (écrit en frangais banal) qui
accompagne le logiciel.

« inconditionnellement garanti a vie.
Sieve Il le diabolique crypte abso-
lument tout : données (tout format),
sons, images, exécutables, etc.

Livraison en recommandé, sous
pli discret.
Prix de vente unitaire HT : 1 500F,
TTC : 1 809F.
(Pour quantités importantes,
nous consulter)

Jecommande..... exemplaires du logi-
ciel de cryptage Sieve Il le diabolique,
au prix de 1 809 F I'unité (1 500F HT).

Bon a retourner, accompagné du réglement
(chéque a I’ordre de SCM) a : Société de
Calcul Mathématique, SA, 111, Faubourg
Saint Honoré, 75 008 Paris.
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Brian Christie

de R. Grazebrook et des hexagones régu-
liers, on peut obtenir les 17 classes de
symétries sauf une (Laquelle? Et com-
ment obtient-on les autres ? Je vous laisse
le chercher).

R. Grazebrook doit I'idée initiale
de ses pavages a Martin Gardner, qui
fit les articles de la rubrique «Jeux
mathématiques» de Pour la Science
pendant des années. Elle étudiait I'art
de I’Alhambra quand un article de
Martin Gardner lui révéla les relations
entre les motifs islamiques et les
pavages du graveur Maurits Escher.
Elle introduisit alors deux procédés dis-
tincts pour colorier ses pavés penta-
gonaux : soit en divisant les pavés en
trois triangles (la série dite «Pentland») ;
soit en les divisant en quatre, (deux car-
rés, un quadrilatéere en forme de cerf-
volant et un pentagone plus petit, de
la série «Penthouse»). On peut natu-
rellement colorier les pavés pentago-
naux de R. Grazebrook d’autres
maniéres, mais ces deux séries seu-
lement engendrent une surprenante
variété de motifs.

Réactions

"article sur les lancers de piéces
Let les dés (Abrogeons la loi des
moyennes, juin 1998, p. 122) a inté-
ressé Tom Guldbrandsen, de Lynghby,
au Danemark. Supposons que nous
lancions un grand nombre de fois un
dé, et que nous notions le nombre
de 1, de 2,..., de 6 obtenus. Quelle
est la probabilité que les six lancers
soient en nombreux égaux, quand
vient le n-ieme lancer? T. Guld-
brandsen a d’abord observé que
I'égalité ne peut se produire qu'apres
6, 12, 18... lancers : le nombre de
lancers doit étre un multiple de 6. Il
a trouvé une formule qui donne, en
fonction de n, la probabilité que les
six totaux soient égaux. Comme cette
égalité peut étre vérifiée plusieurs
fois, il a obtenu comme probabilité :
0,021903735824.
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tries du plan identifiés
pour la premiére fois en
1891 par le cristallo-
graphe russe E. Fedorov.
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a science-fiction préte aux mutants

des capacités extraordinaires.

Pourtant, nous sommes tous des

mutants, mais dans quelle pro-
portion? Lorsqu'un enfant nait, il hérite
d'un mélange de genes de son pere et
de sa meére. En raison des erreurs de
reproduction, quelques géenes de l'enfant
different Iégerement de ceux de ses
parents. Ces erreurs, les mutations, sont
des modifications localisées des
séquences d'ADN, la molécule en double
hélice qui constitue les génes. Certaines
mutations, nocives, finissent par étre éli-
minées. D'autres sont bénéfiques et per-
mettent une meilleure adaptation de
I'espece (voir la figure 1). Le plus sou-
vent, elles sont sans effet.

Comment évaluer la fréquence des
mutations? Une premiere méthode
consiste a recenser les individus por-
teurs d'une anomalie génétique absente
chez les parents. Les statistiques por-
tent sur les anomalies les plus fré-
guentes : 'achondroplasie, I'hémo-
philie A ou la dystrophie musculaire de
Duchenne. Pour ces anomalies, le
taux de mutations est compris entre un
et 5 x 1075 par gene et par génération.
Toutefois, on ne peut pas généraliser
ces fréquences a l'ensemble des muta-
tions du génome, car les anomalies
génétiques demeurent anecdotiques :
elles concernent peu d’individus et des
portions trés courtes de certains génes
(une dizaine de nucléotides sur le mil-
lier que comporte le géne), de sorte que
I'incertitude statistique est élevée.

Une évaluation plus sidre du taux
de mutation est fondée sur le séquen-
¢age systématique d'un méme gene chez
un grand nombre d'individus et chez leurs
parents. On recense chez les enfants
les mutations dans un géne, puis on
extrapole al'ensemble du génome (voir
la figure 2). Selon ces études, les bio-
logistes estiment le taux M de mutations
produites d’une génération sur l'autre a
1078 par nucléotide et par génération,
soit soixante mutations au total par
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K. Stepnell

La fin de la lignee

humaine?

JACQUES NINIO

Les mutations déléteres semblent si nombreuses
que la lignée humaine devrait étre éteinte depuis
longtemps. Ou est I'erreur?

individu puisque le matériel génétique
d'une cellule humaine comporte 23 paires
de chromosomes, soit six milliards de
nucléotides.

MUTATIONS TRANSITOIRES
ET MUTATIONS FIXEES

Les biologistes des populations éva-
luent différemment le taux de mutation.
D'une part, la datation du plus jeune
fossile connu commun a deux lignées
indique quand ces lignées, deux
especes de singes par exemple, se sont
séparées. D'autre part, on compare les
séquences d'ADN actuelles de ces deux
especes. On déduit de ces mesures le
taux moyen de mutations effectivement
fixées au cours de I'évolution, qui se
sont répandues dans une espece. Ainsi,
chez ’homme, en moyenne, deux muta-
tions sont fixées par milliard de nucléo-
tides et par an, ce qui, si lI'on suppose

1. Les mutations, dues a des modifications
de I’ADN, sont la source de diversité entre les
especes, par exemple entre le premier mou-
ton domestique d’il y a 8 000 ans, dont le
mouflon de Corse (en haut) est le descen-
dant direct, et le mouton a laine mérinos
(en bas), race apparue au Moyen Age.

qgu'une génération dure 20 ans, cor-
respond a un taux extrapolé E, de
4 x 108 mutations fixées par nucléo-
tide et par génération.

De ce taux de mutations fixées dans
I'espéce, comment déduit-on M, le taux
qui nous intéresse, c'est-a-dire le taux
de mutations produites «a la source»
chez les individus? Le raisonnement
nécessite 'examen du taux F de muta-
tions fixées par un mécanisme pure-
ment aléatoire, en négligeant les effets
de la sélection naturelle.

D'abord, on admet que, sur le long
terme, le taux E de mutations effecti-
vement fixées ne peut étre supérieur au
taux F de mutations fixées sans sélec-
tion naturelle : I'évolution trie et élimine,
mais n'accroit pas la variabilité.

Chez les bactéries, la variabilité est
faible, etla durée entre générations est
courte. La sélection agit de maniére
féroce en éliminant toutes les mutations
qui produiraient un désavantage, fat-il
minime (E est bien inférieur a F). Chez
I’lhomme, la variabilité est relative-
ment grande, la durée entre les géné-
rations est longue, et quand au bout
de quelques siécles ou quelques mil-
|énaires, la sélection a retenu une muta-
tion avantageuse dans un géne, dix
autres se sont fixées dans le méme
geéne, mutations qui sont neutres ou
légerement délétéres : la sélection
naturelle n’a pas beaucoup joué et le
taux de mutations effectivement fixées
au cours de |'évolution est proche du
taux sans sélection naturelle (E est
proche de F).

Par ailleurs, les biologistes des
populations supposent que le taux F
des mutations qui se seraient fixées
sans sélection est égal au taux M de
mutations produites. C’est un résultat
intouchable de lathéorie de I'évolution,
au cceur de la génétique des popula-
tions actuelle. Cette égalité théorique
relie les données mesurées sur les
especes (comparaison des séquences)
aux données sur la production des
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MALADIES GENETIQUES
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240 PAR
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OBSERVEES DANS LES POPULATIONS ACTUELLES

LETABES DELETERES NEUTRES §vanTAGEUSES
REPARTITION DES MUTATIONS DANS UN GENE
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2. Pour estimer le taux de mutation, on analyse les maladies génétiques, mais ces mala-
dies concernent une toute petite partie du génome (a) et il est difficile de généraliser a
I’ensemble du génome. On répertorie aussi les mutations entre parents et enfants (b).
On en déduit M, le taux de mutation observé dans la population actuelle. Par ailleurs,
les biologistes des populations estiment E, le taux des mutations qui se sont fixées au
cours de I’évolution (a). Etrangement, on trouve E, est supérieur a M, ce qui signifierait
gue les mutations s’installent plus vite qu’elles ne se créent.

mutations & la source. Intuitivement,
lorsque vous comparez I'un de vos
génes a celui d’un ancétre d’il y a un
million d’années, les différences sont
d’'une part dues aux mutations béné-
fiques sélectionnées et conservées
au cours du temps (une faible fraction
du total), d’autre part, et pour I'essen-
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3. Les biologistes des populations comparent
I’ADN de deux espéces dont on peut dater un
ancétre commun grace a I’étude de fossiles.
De la sorte, on estime le taux des mutations
qui se sont installées au cours de I’évolution.
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tiel, aux mutations produites dans la
descendance et qui n'ont pas eu d’ef-
fet sélectif. Cette égalité suppose, entre
autres, que les mutations se produisent
indépendamment.

Finalement, ce raisonnement abou-
tit a un taux de mutations fixées au cours
de I'évolution égal au taux de mutations
produites (E est égal a M). Or, le taux
des mutations fixées fourni par I'évo-
lution moléculaire (E, = 4 x 108 muta-
tion par nucléotide et par génération)
est de deux a quatre fois supérieur au
taux des mutations produites fourni par
la génétique (M). Certes, ces deux
valeurs sont incertaines, mais, méme
en tenant compte des incertitudes, un
écart d'un facteur au moins deux
demeure : les mutations s'installent (cri-
téres d'évolution moléculaire) plus
vite qu'elles ne sont produites (critere
génétique). Ou est l'erreur?

HYPOTHESES
ERRONEES?

Le taux de mutations produites mesuré
par la génétique (M) me semble correct,
mais le raisonnement qui permet de relier
E a M est suspect. Les hypotheses de
travail de la biologie des populations
pourraient étre remis en cause, notam-
ment celle selon laquelle les mutations
surviennent indépendamment. Souvent,
dans un intervalle de deux ou trois géné-
rations, deux mutations différentes

apparaissent sur un méme géene, chez
deux individus d'une petite population
humaine. Or, si les mutations surve-
naient de maniére indépendante, de
telles occurrences seraient rarissimes.

Les généticiens des populations ne
tiennent pas compte des mécanismes
génétiques qui violent l'indépendance
des mutations et les concentrent en cer-
taines régions du génome. Comme ils
estiment que leur évaluation du taux de
mutations fixées (E,) est fiable, ils
concluent que I'estimation du taux de
mutations engendrées (M) est erroné
(ce qui n'est nullement exclu). En sui-
vant ce raisonnement, on abouti & un
taux de mutation chez ’lhomme qui serait
supérieur ou égal a4 x 10-8 par nucléo-
tide et par génération. D'ou 240 muta-
tions par génération, dont sept a huit,
a chaque naissance, dans les régions
codantes.

Selon une récente étude tirée des
comparaisons de séquences dans un
gene, 40 pour cent des mutations seraient
déléteres. C'est la mesure «en négatif»
des mutations manquantes que I'on aurait
dd trouver, et qui ont donc été éliminées.
Ainsi, a chaque naissance, trois a quatre
mutations sont désavantageuses. Le
généticien des populations James Crow,
de I'Université du Wisconsin, estime que
chaque mutation délétere doit étre éli-
minée par une mort prématurée ou par
des chances de reproduction diminuée.
Ce qui implique trois morts «génétiques»
par personne! Pourquoi 'espéce humaine
n'est-elle pas éteinte ?

J. Crow invoque la reproduction
sexuée, qui dilue les mauvais genes, et
inversement, des interactions entre mau-
vais genes qui les élimineraient par
paquets. Si ces effets jouent dans le sens
voulu, ils ne me semblent pas suffisam-
ment efficaces pour éliminer la diffi-
culté. Pour I'avenir de I'espéce humaine,
espérons que les généticiens des popu-
lations se trompent, lorsqu’ils passent
des taux de mutations fixées aux taux de
mutations produites.

Jacques NINIO est physicien au Labora-
toire de physique statistique de I'Ecole
normale supérieure de Paris.

J.F. CRow, The odds of losing at gene-
tic roulette, in Nature, vol. 397, pp. 293-
294, 1999.

J. FEINGOLD, Mutations multiples d’un
méme gene dans les petites populations,
in Compte rendus de I’Académie des
sciences, Sciences de la vie, vol. 321,
pp. 553-555, 1998.

J. NINIO, The evolutionary design of error-

rates and the fast fixation enigma, in Ori-
gins of Life, vol. 27, pp. 609-621, 1997.
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e nombre d'or est la constante

®=(1+v5)/2=1,61803..., affublée

d’autres dénominations aux relents

mystiques telles que section dorée
ou divine proportion. La notation @, intro-
duite par Théodore Cook en 1914, est
commaode ; nous l'utiliserons pour traiter
des périodes antérieures. Contrairement
au nombre T1,le symbolisme n'en est pas
fixé : & la place de @, vous trouverez par-
fois la notation T ou @.

Pourquoi existe-t-il plus de livres sur
le nombre d'or que sur nimporte quel autre
nombre? Aurait-il des propriétés mathé-
matiques exceptionnelles qui le rendraient
plus important que ses concurrents directs :
V2, V3, V5, TTou e? A-t-il été utilisé par
les Egyptiens pour dessiner le plan de la
grande pyramide ? Les Grecs ont-ils congu
la fagade du Parthénon en utilisant ses
propriétés ? Etait-il un canevas secret pour
Léonard de Vinci ou d'autres peintres? La
taille d'un étre humain bien proportionné
est-elle & fois la hauteur de son nombril ?
Plus généralement, les canons du beau
doivent-ils s'appuyer sur ®? La réponse
a ces questions ne peut étre impulsive.
Le plus difficile sera de comprendre que
répondre oui a certaines n'oblige pas a
répondre oui aux autres.

EUCLIDE ET LES
GEOMETRES ANTIQUES

L'histoire de ® commence trois siecles
avant notre ére, a une épogue ou on ne
le considérait pas comme un nombre :
pour Euclide, comme pour tous les Grecs
de son époque, seuls les entiers sontdes
nombres, etles rapports entre grandeurs,
surtout les rapports irrationnels comme
V2 ou ®, sont traités avec prudence.
Euclide, dans ses célébres Eléments
aborde le probléme du partage d'un seg-
ment AB par un point C qui le coupe «en
extréme et moyenne raison», ce qui signi-
fie par le point C tel que AB/AC = AC/CB.
La solution avec nos notations modernes
s'obtient en posant AB/AC = x. Puisque
AC + CB = AB, (AC + CB)/ AC = AC/CB,
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La numeérologie
du nombre d'or

JEAN-PAUL DELAHAYE

La géométrie ne donne pas le secret du beau : le
chemin des mathématiques a la numérologie est
dangereux, parce que riche en surinterprétations.

et donc x doit vérifier 1 + 1/x = x, ou encore
x2—x—1=0. Cette équation du second
degré a une racine positive, ® = (1 +v5)/2,
soit 1,61803... et une racine négative,
@ = (1 —5) 2, soit —0,61803....

De cette définition de &, il résulte immé-
diatementque : /O =P -1, P2 = + 1.
Pour connaitre l'inverse de @, il suffit de
lui soustraire 1 ; pour connaitre son carré,
il suffit de Iui ajouter 1. Certes, le fait est
amusant et remarquable, mais c’est une
conséquence immédiate de la définition,
comme il résulte de la définition de V2 que
1N2 =+2/2 (linverse de V2 est la moitié

A C B

AB _AC_
AC CB

®

1

®=1/2 ++5/2

P=AC~DC BA CB

2_AD _ AD_ AC

P=—=——=—

“AB BE BC

1. ® et la symétrie d'ordre cing. Euclide
utilise le découpage en extréme et moyenne
raison. On indique ici la construction
géométrique de @ et les propriétés du pen-
tagone étoilé.

de v2), ce qui est aussi amusant et remar-
quable, mais pas magique!

Euclide utilise ce rapport pour
construire des pentagones et formuler des
propriétés du dodécaedre et de l'icosaedre.
Ces liens ne sont rien d'autre que l'ana-
logue de ceux qui existent entre V2 et le
carré (la diagonale d'un carré de c6té unité
vaut v2), et le cube (dont les faces sont
des carrés), ou l'analogue des liens qui
existent entre V3 et le triangle équilatéral
(la hauteur d'un triangle équilatéral de coté
unité est v3/2), 'hexagone (décomposable
en triangles équilatéraux), le tétraédre
(dont les faces sont des triangles équila-
téraux), l'icosaedre (pour la méme raison),
et le cube (la diagonale d'un cube de
coté unité est v3).

La structure de notre espace et la géo-
métrie élémentaire tissent ces liens qui
n‘ont rien de secret, ni de mystique. Vrai-
semblablement ce partage en extréme
et moyenne raison était connu des pytha-
goriciens, et certains font remonter l'ap-
parition de @ & la Haute-Egypte, mais sans
le moindre indice sérieux.

Euclide étudie par jeu et pour le plai-
sir les découpages en extréme et moyenne
raison qui sont le sujet d'exercices de géo-
métrie. La proposition Il du livre XIIl énonce
par exemple que : une ligne est coupée
en extréme et moyenne raison, le carré
du plus petit segment, augmenté de la
moitié du plus grand segment, est égal au
quintuple du carré de la moitié du plus
grand segment, ce qui traduit, avec nos
notations, donne : (1 + ®/2)2 = 5 (®/2)?2
qui, en développant, devient 1 + ® + ®©?/4
=5d?/4, relation équivalente a ®?=d + 1.
Aucun commentaire admiratif ou esthé-
tigue n'accompagne I'utilisation de ce rap-
port de grandeur qui n'est, pour Euclide,
qu'un outil commode.

Le livre de Roger Herz-Fisher (1987,
1998, Dover Publication, New York) retrace
dans le détail et avec une étonnante éru-
dition cette aventure du «rapport en
extréme et moyenne raison» chez les géo-
metres jusgu'au XIx® siecle. Loin d'étre
une piéce centrale de la science mathé-
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