
vi
si

on
s 

m
at

hé
m

at
iq

ue
s

103© POUR LA SCIENCE - N° 264 OCTOBRE 1999

C BM Y
100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 % 100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %

PLS – Page 103 CB Y M

pli
impaire

→

analogue quand il étudia le problème des
sept ponts de Königsberg : la ville de
Königsberg (aujourd’hui Kaliningrad, en
Russie) est construite sur une rivière, la
Pregel, et comprend deux îles. À l’époque
d’Euler, sept ponts reliaient les îles aux
rives ou entre elles (voir la figure 2). On
raconte que les habitants avaient cher-
ché pendant longtemps un circuit pas-
sant sur chacun de ces ponts une fois et
une seule. Euler démontra qu’un tel cir-
cuit n’existait pas.

Comment obtint-il ce résultat? Il consi-
déra d’abord les quatre masses terrestres
– les deux îles (a et d) et les deux rives (b
et c) –, qu’il associa aux sommets d’un
graphe ; puis il associa les sept ponts à
des arêtes entre ces sommets. Ayant ainsi
transformé le problème en un problème
de théorie des graphes, Euler montra
que si une boucle passe une fois et une
seule par chaque arête, alors un nombre
pair d’arêtes arrive à chaque sommet. En
effet, comme le chemin considéré est un
cycle, chaque fois que la boucle arrive à
un sommet par une arête, elle doit le quit-
ter par une autre arête. Les arêtes sont
ainsi appariées, et le nombre total d’arêtes
reliées à chaque sommet est pair. Cette
condition de parité n’est pas vérifiée à
Königsberg où, à chaque «sommet»,

huit faces triangulaires. Une danse encore
plus complexe commence avec une seule
longue boucle tenue par trois personnes :
la boucle a d’abord une forme de triangle,
mais elle est ensuite transformée en
tétraèdre, puis en octaèdre (un solide à
huit faces triangulaires). Puis un qua-
trième danseur se joint au groupe et
participe à la transformation de l’octaèdre
en cube. Enfin six danseurs viennent
déformer le cube pour obtenir un dodé-
caèdre (à 12 faces pentagonales), puis
un icosaèdre (20 faces triangulaires). Les
cinq solides platoniciens (les polyèdres
réguliers que sont le tétraèdre, le cube,
l’octaèdre, le dodécaèdre et l’icosaèdre)
sont ainsi tous représentés.

C es danses avec des figures de ficelle
posent des problèmes qui se rap-
prochent de ceux qui ont engen-

dré la topologie. Quelles arêtes des
polyèdres réalisés doivent-elles être dou-
blées, par exemple? Ce type de ques-
tion s’analyse en termes de «cycles
eulériens» dans les graphes. Un graphe
est un ensemble de points, ou sommets,
reliés par des segments, ou arêtes. Un
cycle eulérien est un chemin fermé, ou
circuit, qui passe une fois et une seule
par toutes les arêtes du graphe (on ne
le confondra pas avec un circuit hamil-
tonien, qui passe une fois et une seule
par chaque sommet). On peut représenter
une danse par un graphe si l’on fait cor-
respondre des sommets aux mains des
participants, et des arêtes aux parties de
ficelle qui forment les polyèdres. Cer-
taines des arêtes de polyèdres sont com-
posées de plusieurs brins de ficelle.
Pourquoi? Les danseurs peuvent-ils for-
mer les polyèdres avec seulement un
brin de ficelle par arête?

Généralement non. Supposons que
l’on forme un polyèdre en n’utilisant qu’une
boucle de ficelle. Celle-ci forme un cycle
qui passe par tous les sommets du poly-
èdre. Or, en 1735, le mathématicien suisse
Leonhard Euler rencontra une structure

arrivent des arêtes en nombre impair (trois
ou cinq, selon les sommets).

Euler fit mieux, en démontrant le résul-
tat réciproque : dans tout graphe connexe
(c’est-à-dire d’un seul tenant) où chaque
sommet est relié à un nombre pair
d’arêtes, il existe un circuit qui passe
par chaque arête une fois et une seule.
Ce théorème explique les arêtes dou-
blées dans les danses avec de la ficelle.

Considérons, par exemple, le dodé-
caèdre, à 20sommets reliés par 30arêtes.
Comme trois arêtes (un nombre impair)
arrivent à chaque sommet, il n’existe pas
de circuit qui passe par chaque arête une
fois et une seule. En revanche, quand une
de ces trois arêtes est «doublée», quatre
arêtes (un nombre pair) arrivent à chaque
sommet. Pouvez-vous identifier dix arêtes
telles que, si on les double, quatre arêtes
arrivent à chaque sommet? Sinon, vous
pourriez les doubler toutes : six arêtes arri-
veraient alors à chaque sommet. Mais un
si grand nombre est-il nécessaire?

Comme cet exemple le montre, les
danses avec des figures de ficelle peuvent
constituer d’instructives introductions à la
géométrie dans l’espace à trois dimen-
sions. Ce sont aussi des jeux très amu-
sants : essayez-les la prochaine fois que
vous serez dans une réunion ennuyeuse.
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2. Le problème des sept ponts de Königsberg et son graphe : les points noirs représentent les masses terrestres, et les arêtes noires, les ponts.

Dans mon article intitulé Chœurs
lumineux (Pour la Science, mai
1999), je demandais si, dans le

Jeu du flash, on pourrait trouver des
configurations qui, au lieu d’évoluer vers
un synchronisme des lucioles, abouti-
raient à des cycles, les jetons étant répar-
tis sur plusieurs cases. Cette situation n’a
pas lieu dans le modèle mathématique
de la synchronisation des lucioles, mais
elle se rencontre dans le Jeu du flash,
qui est discontinu. William Evans, d’Ir-
vine, a découvert que si le damier a douze

cases de côté, avec cinq lucioles, une posi-
tion initiale (ci-dessous à gauche) évolue,
après 27 coups, vers une seconde confi-
guration (à droite) qui se répète avec
une période égale à 38 coups.

Réactions

Br
ya

n 
Ch

ris
tie




