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huit faces triangulaires. Une danse encore
plus complexe commence avec une seule
longue boucle tenue par trois personnes :
la boucle a d’abord une forme de triangle,
mais elle est ensuite transformée en
tétraedre, puis en octaédre (un solide a
huit faces triangulaires). Puis un qua-
trieme danseur se joint au groupe et
participe a la transformation de I'octaédre
en cube. Enfin six danseurs viennent
déformer le cube pour obtenir un dodé-
caedre (a 12 faces pentagonales), puis
un icosaédre (20 faces triangulaires). Les
cing solides platoniciens (les polyedres
réguliers que sont le tétraédre, le cube,
I'octaédre, le dodécaedre et I'icosaédre)
sont ainsi tous représentés.

es danses avec des figures de ficelle
posent des problemes qui se rap-
prochent de ceux qui ont engen-
dré la topologie. Quelles arétes des
polyédres réalisés doivent-elles étre dou-
blées, par exemple? Ce type de ques-
tion s’analyse en termes de «cycles
eulériens» dans les graphes. Un graphe
estun ensemble de points, ou sommets,
reliés par des segments, ou arétes. Un
cycle eulérien est un chemin fermé, ou
circuit, qui passe une fois et une seule
par toutes les arétes du graphe (on ne
le confondra pas avec un circuit hamil-
tonien, qui passe une fois et une seule
par chaque sommet). On peut représenter
une danse par un graphe si I'on fait cor-
respondre des sommets aux mains des
participants, et des arétes aux parties de
ficelle qui forment les polyedres. Cer-
taines des arétes de polyedres sont com-
posées de plusieurs brins de ficelle.
Pourquoi? Les danseurs peuvent-ils for-
mer les polyédres avec seulement un
brin de ficelle par aréte?
Généralement non. Supposons que
I'on forme un polyédre en n'utilisant qu’'une
boucle de ficelle. Celle-ci forme un cycle
qui passe par tous les sommets du poly-
edre. Or, en 1735, le mathématicien suisse
Leonhard Euler rencontra une structure
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analogue quand il étudia le probléme des
sept ponts de Koénigsberg : la ville de
Kdnigsberg (aujourd’hui Kaliningrad, en
Russie) est construite sur une riviere, la
Pregel, et comprend deux iles. A l'époque
d’Euler, sept ponts reliaient les iles aux
rives ou entre elles (voir la figure 2). On
raconte que les habitants avaient cher-
ché pendant longtemps un circuit pas-
sant sur chacun de ces ponts une fois et
une seule. Euler démontra qu’un tel cir-
cuit n’existait pas.

Comment obtint-il ce résultat? Il consi-
déra d’'abord les quatre masses terrestres
—les deuxles (a et d) etles deux rives (b
et ¢) —, qu'il associa aux sommets d’'un
graphe ; puis il associa les sept ponts a
des arétes entre ces sommets. Ayant ainsi
transformé le probleme en un probléme
de théorie des graphes, Euler montra
gue si une boucle passe une fois et une
seule par chaque aréte, alors un nombre
pair d'arétes arrive a chaque sommet. En
effet, comme le chemin considéré est un
cycle, chaque fois que la boucle arrive a
un sommet par une aréte, elle doit le quit-
ter par une autre aréte. Les arétes sont
ainsi appariées, etle nombre total d'arétes
reliées a chague sommet est pair. Cette
condition de parité n’est pas vérifiée a
Kdnigsberg ou, & chaque «sommet»,

b
2. Le probleme des sept ponts de Kdnigsberg et son graphe : les points noirs représentent les masses terrestres, et les arétes noires, les ponts.

arrivent des arétes en nombre impair (trois
ou cing, selon les sommets).

Euler fit mieux, en démontrant le résul-
tatréciproque : dans tout graphe connexe
(c’est-a-dire d'un seul tenant) ou chaque
sommet est relié & un nombre pair
d’arétes, il existe un circuit qui passe
par chaque aréte une fois et une seule.
Ce théoreme explique les arétes dou-
blées dans les danses avec de la ficelle.

Considérons, par exemple, le dodé-
caedre, a 20 sommets reliés par 30 arétes.
Comme trois arétes (un nombre impair)
arrivent a chaque sommet, il n’existe pas
de circuit qui passe par chaque aréte une
fois etune seule. Enrevanche, quand une
de ces trois arétes est «doublée», quatre
arétes (un nombre pair) arrivent a chaque
sommet. Pouvez-vous identifier dix arétes
telles que, si on les double, quatre arétes
arrivent a chaque sommet? Sinon, vous
pourriez les doubler toutes : six arétes arri-
veraient alors a chaque sommet. Mais un
si grand nombre est-il nécessaire?

Comme cet exemple le montre, les
danses avec des figures de ficelle peuvent
constituer d'instructives introductions ala
géométrie dans I'espace a trois dimen-
sions. Ce sont aussi des jeux trés amu-
sants : essayez-les la prochaine fois que
Vous serez dans une réunion ennuyeuse.

ans mon article intitulé Cheeurs

lumineux (Pour la Science, mai

1999), je demandais si, dans le
Jeu du flash, on pourrait trouver des
configurations qui, au lieu d’évoluer vers
un synchronisme des lucioles, abouti-
raientadescycles, les jetons étant répar-
tis sur plusieurs cases. Cette situation n’a
pas lieu dans le modele mathématique
de la synchronisation des lucioles, mais
elle se rencontre dans le Jeu du flash,
qui est discontinu. William Evans, d’Ir-
vine, adécouvert que si le damier adouze

Réactions

cases de coté, avec cing lucioles, une posi-
tion initiale (ci-dessous a gauche) évolue,
apres 27 coups, vers une seconde confi-
guration (a droite) qui se répéte avec
une période égale a 38 coups.
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ayan Hajratwala, de Plymouth
(Michigan), vient de prouver avec
son ordinateur personnel que
28972593 _ 1 est un nombre pre-
mier (c'est-a-dire n'est divisible que par
un et par lui-méme). C'est le plus grand
nombre premier connu, et nous sommes
sOr du résultat, car la preuve a été refaite
sur un autre ordinateur indépendant.

Le nombre 28972593 _ 1 est un nombre
premier de Mersenne, c'est-a-dire de la
forme 2" — 1. Ces nombres intéressent
les mathématiciens depuis longtemps, et
celui-ci est le 38° nombre premier de Mer-
senne. Il a 2 098 960 chiffres : I'écrire

JEAN-PAUL DELAHAYE

En utilisant des milliers d’ordinateurs oisifs,
Vous avez gratuitement une énorme puissance

de calcul.

occuperait, en petits caractéres, un
numéro complet de Pour la Science. Il
permet a N. Hajratwala de remporter les
50 000 $ du prix crée ily a quelques mois
pour récompenser la premiere personne
ou équipe proposant un nombre pre-
mier de plus de un million de chiffres.
L'ordinateur utilisé pour prouver que
ce nombre est premier est un micro-ordi-
nateur banal comme vous en possédez
peut-étre un. C'est un IBM-Aptiva équipé
d'un processeur Pentium Il fonctionnant
a la vitesse d'horloge de 350 Mhz. L'or-
dinateur a calculé pendant 111 jours (trois
semaines auraient suffi s'il avait calculé

1. MARIN MERSENNE (OIZE 1588 - PARIS 1648)

Apres des études chez les oratoriens du Mans, puis chez les jésuites a La
Fleche, il prend I'habit des minimes (ordre qui doit son nom au désir que les
moines avaient d'étre les plus humbles des serviteurs de Dieu). Il enseigne la
philosophie a Nevers, puis s'établit a Paris. Il publie divers ouvrages de
sciences et de philosophie, dont, en 1624, un livre au titre charmant : L'im-
pieté des déistes, athées et libertins, renversée et confondue. Il défend la
théorie de Galilée contre les critiques des théologiens et s'oppose a l'alchimie
et a l'astrologie qu'il dénonce comme pseudo-sciences. Le pere Mersenne
entretient une correspondance avec les plus grands
savants de son époque : Descartes, Pascal, Torricelli,
Gassendi, Hobbes, Huygens, Roberval. Aprés sa
mort, on trouvera dans ses affaires des lettres de
78 savants différents. Il rend visite a Fermat a
Toulouse et c'est le premier physicien a utiliser le pen-
dule pour mesurer l'intensité de la pesanteur. |l congoit
un hygromeétre et un télescope a miroir parabolique, il
découvre la loi des tuyaux sonores et des cordes
vibrantes, ce qui lui permet de comprendre le rapport
entre la hauteur des notes de la gamme musicale et la
fréquence, il mesure aussi la vitesse du son.

AR T Mersenne affirme en 1644 que Mp = 2P — 1 est un
nombre premier pour p égal a 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257, et
composé, pour les autres exposants, jusqu'a 257. Persuvin et Seelhoff
relevent, en 1886, une premiére erreur dans la liste de Mersenne : ils
prouvent que Mg, est premier. Quatre autres erreurs sont découvertes par la
suite : Mg, et M,5; ne sont pas premiers, alors que Mgq et M, ,, le sont.

On ignore encore si, parmi les nombres de la forme M, = 2P — 1 avec p pre-
mier (les nombres de Mersenne), il y en a une infinité dpe premiers. On ignore
aussi s'il y a une infinité de nombres de Mersenne composés. Bien sdr, I'une
au moins des affirmations est vraie, probablement les deux.

sans s'arréter). Le calcul n'a pas dérangé
son propriétaire, car le programme ne
fonctionnait que pendant les périodes ou
N. Hajratwala laissait sa machine inoc-
cupée (mais branchée!).

N. Hajratwala n'est pas un mathé-
maticien de génie, et il n'est méme pas
certain qu'il sache précisément ce que
fait le programme qui lui a permis de
gagner et gqu'il a téléchargé sur le site
Internet du projet GIMPS : Great Internet
Mersenne Prime Search.

Le projet GIMPS a été fondé en janvier
1996 par George Woltman, un informa-
ticien a la retraite qui vit a Orlando, en
Floride. Il concentre et organise la puis-
sance de calcul gisant inexploitée dans
les milliers d'ordinateurs personnels répar-
tis dans le monde pour améliorer notre
connaissance des nombres premiers.

N. Hajratwala a eu de la chance,
car il n'était pas le seul a essayer de trou-
ver un nombre premier de plus de un mil-
lion de chiffres. Les organisateurs du
projet GIMPS ont confié des calculs a plus
de 21 000 ordinateurs. Chaque partici-
pant essayait son propre nombre de Mer-
senne, lequel, le plus souvent, n'est
pas premier : aussi n’avait-il qu'une
chance sur 30 000 environ de tomber sur
un nombre premier. Ainsi, participer au
projet GIMPS avec sa machine revenait
ajouer ala loterie : contre le prix de I'élec-
tricité nécessaire au fonctionnement de
la machine et l'usure que le calcul inin-
terrompu peut provoquer (tout cela consti-
tuant I'équivalent du codt du billet de
loterie), vous aviez droit & un exposant
(I'équivalent d'un numéro de loterie) qui
vous permettait d'espérer le prix.

Le prochain prix sera donné pour un
nombre premier de dix millions de chiffres,
mais les organisateurs souhaitent d'abord
explorer tous les exposants n assez petits
pour connaitre parfaitement et définiti-
vement quels sont, parmi les nombres
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