de la forme 2n — 1, ceux qui sont pre-
miers. lls souhaitent savoir si le nombre
trouvé par N. Hajratwala n'est pas pré-
cédé par d'autres nombres de Mersenne
premiers.

La puissance de calcul obtenue
par le systeme de répartition des taches
de GIMPS via I'Internet est impression-
nante. On I'évalue a 700 milliards d'opé-
rations en virgule flottante par seconde,
soit I'équivalent des plus puissants ordi-
nateurs vectoriels actuels, tel le
CRAY T932.

Les machines utilisées aujourd'hui
pour la prévision météorologique et le cal-
cul scientifiqgue coltent des fortunes, et
il est hors de question de les faire tra-
vailler a la recherche de nombres pre-
miers pendant des mois d'affilée! Sans
le calcul réparti, ce calcul de nombres

de Mersenne n'aurait sans doute pas
abouti avant une dizaine d'années.

Si les organisateurs du projet GIMPS
devaient acheter leurs calculs aupres
de grands centres informatiques, cela leur
codterait environ 200 000 $ par jour. Il est
heureux que ce calcul ait été gratuit, sinon
les organisateurs auraient dépenseé plus
que les 50 000 $ du prix.

Certains algorithmes au cceur du
programme que chaque participant au
projet GIMPS installe sur sa machine et fait
fonctionner quand il ne s’en sert pas
sontassez anciens, d'autres ont été récem-
ment perfectionnés. On évalue gqu'avec
les algorithmes actuels le prochain prix
(pour un nombre premier de dix millions
de chiffres) demandera 125 fois plus de
calculs. On disposera de cette ressource
de calculs grace a la puissance accrue

des prochains microprocesseurs et par
I'augmentation de leur nombre. Si I'on
attend les progres des microprocesseurs,
il faudra sept doublements de puissance,
soit, a raison d'un doublement tous les
18 mois (loi de Moore), environ dix ans.
Si I'on incitait tous les possesseurs de
micro-ordinateurs de la Terre a participer
au projet, alors l'affaire pourrait étre réglée
en gquelques semaines. Le prochain prix
tombera, par une combinaison des deux
méthodes, dans trois a quatre ans.

A chaque nombre premier de Mersenne
correspond un nombre parfait, un nombre
égal a la somme de ses diviseurs (autres
gue lui-méme) : au nombre premier de
Mersenne 2" — 1 correspond le nombre

2. LES NOMBRES PREMIERS DE MERSENNE 3. NOMBRES PREMIERS RECORDS
Les nombres premiers M, = 2P — 1, dénommés nombres | e plus grand nombre premier obtenu avec et sans
premiers de Mersenne, connus aujourd'hui sont : ordinateurs (d'aprés C. Caldwell)
n p année du auteur du nombre nombre année auteur méthode
1 ; calcul calcul de chiffres
2 3 3 pL7 1 6 15887 | Cataldi | Division
3 i 5 plo 1 6 15887 | Cataldi | Division
4 7 gl 1 10 17722 | Euler Division et raisonnement
5 13 (259 -1)/179951) 13 1867 |Landry Division et raisonnement
6 17 1588 | P Cataldi pl2i g 39 1876 |Lucas | Suitede Lucas
7 19 1588 P. Cataldi @48+ 117 | 44 1951 |Ferrier | Théoréme de Proth
8 il 1750 L. Euler
9 61 1883 I. Pervushin Brdinateurs Suteur
10 89 1911 R. Powers ou équipe
11 107 1913 E. Fauquembergue
12 | 127 1876 E. Lucas 180(M127)2+1 79 1951 |[EDSAC1 | Miller & Wheeler
13521 1952 R. Robinson Msoq 157 1952 | SWAC Robinson (30 janv.)
14 607 1952 R. Robinson Meo7 183 1952 | SWAC Robinson (30 janv.)
15BN 79 1952 R. Robinson Mi279 386 1952 | SWAC Robinson (25 juin)
16 | 2203 1952 R. Robinson M5503 664 1952 |SWAC Robinson (7 oct.)
17 | 2281 1952 R. Robinson Mpogq 687 1952 | SWAC Robinson (9 oct.)
18 | 3217 1957 H. Riesel M3217 969 1957 |BESK Riesel
19 | 4253 1961 | A.Hurwitz Myo53 1281|1961 |IBM7090 | Hurwitz
20 | 4423 1961 | A.Hurwitz My423 1332|1961 |IBM7090 | Hurwitz
21 | 9689 1963 | D.Gillies Mossgo 2917 (1963 |ILLIAC2 | Gillies
22 9941 1963 D. Gillies Mggaq 2993 1963 |ILLIAC 2 Gillies
23811213 1963 | D.Gillies Mi1913 3376|1963 [ILLIAC2 | Gillies
24 | 19937 1971 B. Tuckerman Mi9937 6002 1971 |IBM360/91| Tuckerman
25 [ 21701 1978 L. Noll et L. Nickel M51701 6533 1978 | Cyber 174 | Noll et Nickel
26 | 23209 |1979 | L.Noll M,3200 6987  [1979 |Cyber174| Noll
27 | 44497 1979 H. Nelson et D. Slowinski Mya497 13395 |1979 |Crayl Nelson et Slowinski
28 | 86243 1982 D. Slowinski Mgg243 25962 (1982 |Crayl Slowinski
29 | 110503 | 1988 W. Colquitt et L. Welsh M132049 39751 [1983 |Cray X-MP| Slowinski
30 | 132049 | 1983 D. Slowinski M516091 65050 (1985 |Cray X-MP| Slowinski
31 | 216091 | 1988 D. Slowinski 3015612216180 | 65087  |1989 |Amdahl Brown et al
32 | 756839 | 1992 D. Slowinski M756839 227832 (1992 |Cray-2 Slowinski et Gage
33 859433 1994 D. Slowinski et Gage Mgs9433 258716 |[1994 |CrayC90 | Slowinski et Gage
34 1257787 | 1996 D. Slowinski et Gage Mio577g7 | 378632 [1996 |CrayT94 | Slowinski et Gage
35 1398269 | 1996 Woltman, Armengaud (GIMPS) Mi39g069 | 420921 [1996 | Pentium GIMPS
36 2976221 | 1997 Woltman, Spence (GIMPS) Myg76201 | 895932 [1997 | Pentium GIMPS
37 | 3021377 | 1998 | Woltman etal. (GIMPS) Msgp1377 | 909526 |1998 |Pentum | GIMPS
38 | 8972593 | 1999 | Woltman etal. (GIMPS) Mgg7o503 | 2098960 |1999 |Pentium Il | GIMPS
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infinité de nombres premiers.

4. POUR QUE I\/Ip SOIT PREMIER, IL FAUT QUE p SOIT PREMIER

Pour gu'un nombre de la forme 2P — 1 = M, soit un nombre premier, il faut que
p soit un nombre premier (cette condition n'est pas suffisante).

En effet, si p est composé, p = a.b avec a>1 b >1, alors on utilise l'identité :
XT—1=(X-1) (X" 1+ X2+ + X2+ X+1)

qui, en prenant X =22 et n= b, donne :

2P—1=2ab_1 = (28)b_1 = (22— 1) (28" + (28)P2 + ... + (29) + 1).

Si la condition était suffisante, on aurait une formule simple donnant une

parfait 2" (2" — 1). On montre que, réci-
proquement, tout nombre parfait pair s'ob-
tient & partir d'un nombre premier de
Mersenne. Pourn égala 2, 2"—1 =3 est
premier et donc 2™ (2" — 1) = 6 est un
nombre parfait pair (6 =1 + 2 + 3). Pour
n égal a 3, 2"—1 =7 est un nombre pre-
mier et 21 (2" — 1) = 28 est un nombre
parfait (28 =1+ 2 + 4 + 7 + 14).

Le nombre parfait pair associé au nou-
veau nombre premier de Mersenne pos-
sede 4 197 919 chiffres. C'est bien sOr
le plus grand nombre parfait connu. On
ignore s'il existe une infinité de nombres
parfaits pairs. Plus amusant, bien que le
probleme soit connu depuis plus de
2 500 ans, on ne sait pas s'il existe des
nombres parfaits impairs. Personne
n'en a jamais trouvé, personne n'a démon-
tré qu'il n'en existait pas!

Revenons sur I'histoire des nombres pre-
miers records pour prendre conscience,
en suivant ces records, comme ceux
concernant les décimales de 1, de I'ex-
plosion récente des connaissances
mathématiques et techniques : pendant
des siecles, tout a été tres lent, puis, en
guelques années, une série de résultats
mathématiques et d'avancées techniques
nous a fait formidablement progresser.
Avant le XvI® siécle, il est impossible
de dresser la table précise des records du
«plus grand nombre premier» : trop peu
de documents nous sont parvenus, et il
est impossible de valider une affirmation
de primalité quand elle n'est pas accom-
pagnée d'un minimum de justifications.
S'il suffisait @ un mathématicien de dire
que tel nombre est premier pour que I'on
considere que ledit mathématicien détient

le record du plus grand nombre premier,
alors, en affirmant que tous les nombres
de Mersenne (Mp =2P -1, avec p pre-
mier) sont premiers, on détiendrait le record
jusqu'a la fin des temps : il est vraisem-
blable que, parmi ces nombres, il y en a
une infinité de premiers et donc, méme
si I'on se trompe pour certains, on aura
I'injuste gloire d’avoir proposé une pri-
malité pour un nombre plus grand que
ceux connus a un instant donné.

L'histoire du plus grand nombre pre-
mier commence donc ala fin du xvI® siécle.
En 1588, Pietro Cataldi vérifie que M,, =
217-1=131071etM,y=21°-1=524 287
sont premiers. La table de nombres pre-
miers qu'il a établie jusqu'a I'entier 750
suggere gu'il a bien fait les calculs néces-
saires pour prouver la primalité de ces
deux nombres en utilisant la méthode des
divisions (on s'assure qu'aucune divi-
sion de l'entier M par un nombre pre-
mier inférieur a la racine carrée de M ne
tombe juste). Malheureusement, Cataldi
indique aussi que M, = 2" — 1 est pre-
mier pour n = 23, 29, 31 et 37. Or c'est
faux, sauf pour 31.

En 1640, Fermat, utilisant sa décou-
verte que si p est impair et premier alors
les diviseurs premiers de 2P — 1 sont de
la forme 2kp + 1, montre la fausseté des
affirmations de Cataldi pour n =23 et 37.

Euler montre plus tard encore que,
pour 31, Cataldi avait raison et que,
pour 29, il se trompait. Assez étrange-
ment, les facteurs trouvés pour 23, 29 et
37 sont assez petits, et donc, si Cataldi
avait utilisé sa table systématiquement,
il aurait da les découvrir. Cela rend sus-
pectes ses affirmations pour 17 et 19.

La méthode d'Euler, qui prouve que
Cataldi a raison pour n = 31, consiste a
établir, dans un premier temps, que les
diviseurs premiers de 231 — 1 = 2147483647

Le test de Lucas-Lehmer

Le théoreme de Proth (1878 )

alors : N est premier.

5. METHODES POUR PROUVER LA PRIMALITE DES GRANDS NOMBRES

2P — 1 est un nombre premier si et seulement si 2P — 1 divise S(p — 1)
avec S(1)=4 et S(n+1)=S(n)2 -2 pour n> 1.

Si N estde laforme N =k.2"+ 1 avec k< 2n
et s'il existe un nombre entier a tel que : aV-1/2+1 = 0 (mod N),

sont nécessairementde laforme 248n + 1
ou 248n + 63, puis, dans un second temps,
aexploiter ce résultat en opérant une série
judicieuse et limitée de divisions.

La lecon de I'histoire du plus grand
nombre premier est que tout progres
résulte de 'amélioration des méthodes
plutdt que de I'obstination de calculateurs
fous, préts a mener des suites d'opéra-
tions de plus en plus longues et pénibles.

Les derniers records ou I'on fait cal-
culer des réseaux de trés nombreuses
machines ne contredisent pas le principe
gue le record du plus grand nombre pre-
mier est le fruit de l'intelligence et de I'in-
novation. Si, dans les derniers calculs du
projet GIMPS, la nouveauté n'est pas
strictement mathématique, elle réside dans
la maitrise et dans I'application optimisée
et organisée a grande échelle d'une tech-
nique nouvelle, ou il n'est pas plus facile
d'étre le meilleur qu'en mathématiques.

Le record suivant de Landry en 1867
est obtenu avec (2% — 1)/179 951 =
3203 431 780 337. Ce record doit étre
remarqué, car ce nombre premier n'est
pas un nombre de Mersenne et c'est,
parmi les nombres records qui ne sont
pas des nombres de Mersenne, celui
qui a tenu le plus longtemps : neuf ans.

En 1876, le Francais Edouard Lucas
propose une méthode plus efficace encore
gue celles de Fermat et d'Euler pour
tester si un nombre de Mersenne est pre-
mier. Cette méthode, simplifiée par Leh-
mer dans les années 1930, est encore
utilisée aujourd'hui pour les records de
plus grands nombres premiers.

Le nombre prouvé premier par Lucas
en 1876 est : 2127 — 1 et il restera le plus
grand nombre premier connu pendant
75 ans, jusqu'en 1951. C'est a cette date
gue Ferrier, a l'aide d'une machine a cal-
culer mécanique de bureau, améliore le
record de Lucas en découvrantun nombre
premier de 44 chiffres : (2148 + 1)/17.

Commence alors le temps des machines
électroniques, dontla naissance dans les
années 1940 permet d'aller plus loin grace
aux progrés technologiques (rapidité,
fiabilité et puissance des circuits), a des
innovations dans les algorithmes mathé-
matiques de manipulation des grands
nombres et & une meilleure maitrise des
langages de programmation.

En 1951, Miller et D. Wheeler prou-
vent, al'aide de l'ordinateur EDSAC qui est
moins puissant que nos calculatrices de
poche d'aujourd'hui, puisqu'il dispose seu-
lement d'une mémoire de 5 kilo-octets),
que les nombres suivants sont premiers :
k M,,, + 1 pour k = 114, 124, 388, 408,
498, 696, 738, 744, 780, 934 et 978.
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