exemple) sont exclus par les organisa-
teurs. Je trouve cette option discutable,
car un test probabiliste fait de telle fagon
gu'il ne reste qu'une probabilité d'erreur
inférieure a 1071900 serait aussi sdr qu'un
test fait (méme plusieurs fois) sur des
machines qui ont chacune une probabi-
lité de mauvais fonctionnement supérieure
4107100, Cette clause n'est toutefois pas
pénalisante, car les tests probabilistes ne
savent pas traiter efficacement des
nombres de plusieurs millions de chiffres.

Il n'est pas impossible et pas interdit
par les regles du concours EFF que quel-
gu'un réclame le prix en proposant non
pas un long calcul, mais une formule faci-
lement exploitable f(n) (voir l'article de
janvier 1999 de cette rubrique sur les for-
mules pour les nombres premiers) avec
la démonstration mathématique que, pour
toute valeur du parametre n, la formule
f(n) produit un nombre premier.

Si, par exemple, la formule de Mar-
cel Pagnol 4n? + 4n — 1 avait été correcte,
comme c'est une formule simple a mettre
en ceuvre pour obtenir des nombres de
un million, dix millions, cent millions, et
méme un milliard de chiffres, le grand
écrivain aurait pu (aidé d'un informati-
cien pour expliciter les développements
décimaux de ses propositions) récla-
mer d'un coup tous les prix offerts par
I'EFF. Sivous détenez une telle formule,
vous étes riche.

Pour qu'un prétendant gagne un prix,
l'annonce de son résultat, avec un mini-
mum de précisions sur la méthode per-
mettant de prouver la primalité, doit
étre publiée dans une revue académique.
De telles revues procédent a I'expertise
préalable des articles publiés enles sou-
mettant a des spécialistes reconnus.
Méme si l'article rendant compte du record
ne comporte qu'une seule page, il assure
que le prix est attribué en accord avec
les expertises scientifiques.

Si vous proposez une formule nou-
velle, I'article devra comporter la preuve
gu'elle donne des nombres premiers et
des indications sur son exploitation
concrete pour engendrer des nombres
premiers de un million de chiffres ou plus.
Siquelqu'un proposait une formule simple
dont la démonstration qu'elle ne donne
que des nombres premiers est complexe
(il est fréquent en arithmétique que les
démonstrations occupent des dizaines
de pages), la vérification pourrait prendre
plusieurs mois.

Les organisateurs se réservent la
possibilité de demander le développe-
ment décimal complet des nombres pro-
posés. Expliciter ce développement
décimal pour une formule du genre
31000000 + 17 n'est pas trés facile, mais
les spécialistes y arrivent pour des
nombres de quelques millions de chiffres,
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7. LES DIVISEURS PREMIERS DE Mp

Il est plus facile de démontrer que les nombres de Mersenne sont premiers
que d'autres nombres, car un diviseur premier de 2P — 1 = My (p premier
supérieur a 2) est toujours de la forme 2mp + 1.

En effet, soit g un diviseur premier de 2P — 1 = Mp (p premier et > 2).
Ona:2P-1=0(mod g), donc 2P =1 (mod g).

Les solutions positives de I'équation 2X = 1 (mod g) sont les multiples d'un
nombre positif, k, plus petite solution positive de I'équation 2¥ = 1 (mod q)
(cela résulte du fait évident que, si x et x' sont deux solutions positives de
cette équation, leur différence aussi).

Le plus petit k tel que g (mod q) est donc un diviseur de p, c'est-a-dire
1 ou p. Ce ne peut pas étre 1, car 21 # 1 (mod g), c'est donc p.

En utilisant le petit théoreme de Fermat (qui dit que, si g est premier, alors
pour tout nombre a qui n'est pas multiple de g, il existe un g positif tel que
ak =1 (mod g) et que le plus petit k positif vérifiant cette équation divise g — 1),
on en déduit que p divise q — 1, autrement dit g = hp + 1 pour un certain h. Ce
nombre h est pair, car sinon hp serait impair et donc g serait pair, ce qui ne se
peut pas puisque g est un diviseur premier d'un nombre impair. Donc h = 2m,
etdonc g=2mp + 1.

Ce théoreme permet de déterminer rapidement les M, qui sont premiers.
Ainsi, pour étudier la primalité de M4 = 213 — 1 = 8 091, Il suffit de tester si ce
nombre est divisible par un nombre premier de la forme 26k + 1 inférieur a
V8091 = 90,504. Les nombres de la forme 26k + 1 inférieurs a 91 sont 27, 53
et 79. Seuls 53 et 79 sont premiers. Deux divisions suffisent pour prouver que

M, 5 est premier.

voire quelques milliards de chiffres. Si
votre proposition est simple, on ne
vous demandera pas d'en expliciter le
développement décimal ; si elle estinha-
bituelle, alors il faudra que vous prou-
viez que vous étes capable de I'exploiter.
Sivous avez trouvé une méthode, vous
réussirez sans peine a convaincre un
spécialiste de vous aider... contre une
partie de la récompense.

Les promoteurs pourraient développer
ainsi un marché du temps de calcul.
D'une part, chaque propriétaire d'une
machine (méme de puissance moyenne)
n'utilise que trés peu la puissance de
sa machine et, si on lui proposait
guelques francs par jour pour que sa
machine travaille quand il ne s'en sert
pas, il serait heureux et gagnant (en
quelques mois, il récupérerait le prix
d'achat de sa machine). D'autre part, de
nombreux projets scientifiques pourraient
bénéficier de l'existence de ce marché
qui éviterait le gachis formidable de 99
pour cent de la capacité de calcul dont
dispose I'humanité.

Des projets fonctionnant aujourd'hui
sur le principe du bénévolat ont déja été
mis en place (le projet GIMPS dont nous
avons parlé ci-dessus en est un exemple).
Ces calculs géants en réseaux aux-
guels chacun peut associer sa machine
portent sur la factorisation de grands
entiers, sur la recherche des chiffres
binaires de m, sur I'étude détaillée de
sighaux radio provenant du ciel pour y

découvrir d'éventuels signes d'intelligence
extraterrestre (projet SETI), sur le cra-
quage de codes cryptographiques créés
par défi ou par des firmes qui veulent mon-
trer gu'elles vendent des méthodes résis-
tant aux attaques les plus sérieuses.

Le réseau Internet pourrait changer
l'univers de l'information, mais aussi l'uni-
vers du commerce. Avec les projets de
calculs distribués, il pourrait aussi bou-
leverser ['univers du calcul pour atteindre
des puissances de calcul aujourd'hui
réservées aux riches institutions. Il se
pourrait aussi que la loi de Moore (dou-
blement de la puissance de calcul tous
les 18 mois) puisse par ces moyens
étre dépassée (doublement tous les
12 mois, voire tous les 6 mois).

Jean-Paul DELAHAYE est professeur
d’informatique a I’Université de Lille.

http://www.mersenne.org/prime.html :
The Great Internet Mersenne Prime
Search. Pour participer a la recherche
de nouveaux nombres premiers records.

http://entropia.com : organisation
dédiée a des projets de calculs distri-
bués.

http://eff.org et http://eff.org/coop-
awards/ : a propos des prix proposés
par I'Electronic Frontier Foundation.

http://www.scruznet.com/~luke/mer-
senne.htm : & propos de Marin Mersenne.

http://www.utm.edu/research/primes/
Le meilleur site internet sur les nombres
premiers (C. Caldwell).
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