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cadre de la logique usuelle, dès qu'un
système peut démontrer P et non-P
(une proposition et sa négation), alors il
peut tout démontrer. C'est pourquoi l'in-
consistance est crainte et bannie.

Le résultat de Kurt Gödel de 1931,
qui universalise l'incomplétude déjà
connue pour la géométrie absolue, se
décompose en deux parties. La première
indique que tout système formel per-
mettant de faire de l'arithmétique (la théo-
rie élémentaire des nombres entiers) est
soit inconsistant (donc inintéressant,
puisque tout y est vrai et faux à la fois),
soit incomplet (donc insatisfaisant,
puisque le système laisse en suspens
certains énoncés).

Autrement dit : tout système formel,
à la fois assez puissant pour l'arithmé-
tique élémentaire et consistant contient
des indécidables. La seconde partie des
résultats de 1931 (ou second théorème
de Gödel) indique que justement l'énoncé
qui affirme qu’un système est consis-
tant est l'un des indécidables de ce sys-
tème, ce que l'on traduit simplement en
disant qu'un système consistant ne
peut savoir qu'il l'est. Une démonstration
de ce théorème due à Georges Boolos
est présentée sur le site Internet de Pour
la Science.

Insistons sur le fait que ces résul-
tats n'indiquent pas qu'il existe des

UNE MÉTHODE DE
COMPLÉTION INEFFICACE

Si ce mathématicien s'y prend trop naï-
vement, il ne réussira pas car, même
après avoir ajouté I, I', I'', etc. jusqu'à l'in-
fini, le système obtenu contiendra encore
des indécidables (on sait le démontrer).
L’impossibilité est analogue avec les ten-
tatives d’énumération des nombres
entiers : ce n'est pas parce que vous pre-
nez une infinité d'entiers (par exemple,
les entiers pairs, 2, 4, 6, 8, ...) que vous
prenez tous les entiers. Similairement,
ce n'est pas parce que vous ajoutez
une infinité d'indécidables à S qu’il n’y
en n’a plus.

Après un moment de réflexion, le
mathématicien propose une autre idée
un peu plus subtile. Il dit :
– Je numérote toutes les formules ayant
un sens dans mon système S = S0 : f0,
f1, f2, f3, f4, ... (une telle numérotation
est possible pour des formules).
– Je les prends une à une en ajoutant
comme nouveaux axiomes celles qui
sont encore indécidables au moment où
je les considère : à l'étape n du proces-
sus de complétion, j'arrive à un certain
système Sn, je regarde fn ;  si c'est un
indécidable de Sn, j'ajoute fn à Sn pour
obtenir Sn+1, sinon je conserve le même
Sn : Sn+1 = Sn.

3. UN EXEMPLE DE SYSTÈME FORMEL

 Dans un système formel (ou système de démonstrations), on 
détaille successivement ce que sont les formules, les 
axiomes, les règles d'inférence. Examinons un exemple de 
système formel, dont la signification sera donnée par la suite.
Formules : des bâtons | suivis du symbole ◊, puis à nouveau 
des bâtons, puis le symbole =, puis encore des bâtons, ou la 
même chose précédée de un ou plusieurs NON. 
Exemples : |||||| ◊ |||||||| = |||||  ;  NON |||||| ◊ |||||||| = |||||
Axiomes : Toutes les formules sans NON où le nombre de 
bâtons des trois paquets est le même. 
Exemple : |||||| ◊ |||||| = ||||||
Règles d'inférence :
– règle A : on permute les deux paquets devant le =. 
Exemple : de  |||||| ◊ || = |||, on déduit || ◊ |||||| = |||
– règle B :  on ajoute au paquet entre ◊ et = le nombre de 
bâtons qu'il y a dans le paquet à gauche de ◊  . 
Exemple  : de ||| ◊ ||| = |||, on déduit ||| ◊ |||||| = |||
– règle C : on ajoute ou on soustrait au moins un des bâtons 
du paquet derrière = et on fait précéder le tout de NON. 
Exemple : de ||| ◊ |||||| = |||, on déduit : NON ||| ◊ |||||| = ||
– règle D : on ajoute deux fois NON devant une formule déjà 
obtenue. 
Exemple : de ||| ◊ |||||| = |||, on déduit : NON NON ||| ◊ |||||| = |||
Une déduction (ou démonstration) dans le système ◊ est une 
suite de formules telle que chacune est soit un axiome, soit 
provient de l'utilisation d'une des règles A, B, C ou D sur des 
formules précédemment déduites.
Les axiomes et les règles d'inférence doivent être 
suffisamment simples pour que la vérification qu'une suite de 
formules est une déduction correcte puisse se faire 
mécaniquement (c'est-à-dire par algorithme). 
Exemple de déduction dans le système ◊ : 
| ◊ | = |   (c'est un axiome)

| ◊ || = |   (règle B appliquée à la formule précédente).
|| ◊ | = |   ( règle A appliquée à la formule précédente)
|| ◊ |||= |    (règle B appliquée à la formule précédente)
|| ◊ ||||| = |  ( règle B aplliquée à la formule précédente)
NON || ◊ ||||| = || (règle C appliquée à la formule précédente)
Interprétation  du système formel ◊
Ce système formel permet de démontrer (i) toutes les 
propriétés vraies concernant le plus grand commun diviseur 
de deux nombres entiers du type : le pgcd de 6 et 4 est 2  (ce 
qui, avec nos notations, s'écrit |||||| ◊ |||| = ||) ; 
(ii) toutes les formules de ce type précédées d'un nombre 
quelconque de NON.
Le fait que nous ayons réussi à établir || ◊ ||||| = |  signifie en 
particulier que le pgcd de 2 et 5 est 1, autrement dit que 2 et 
5 sont premiers entre eux. Ayant établi que NON || ◊ ||||| = ||,  
nous avons démontré que le pgcd de 2 et 5 n'est pas 2.
Les propriétés de ce système sont :
– correction vis-à-vis du domaine mathématique visé : tout 
ce qu'on démontre en suivant le système est juste ;
– adéquation vis-à-vis du domaine mathématique visé : tout 
ce qu'on peut formuler avec les formules du système et qui 
est vrai est démontrable ;
– consistance (résulte de l'adéquation) : jamais on ne prouve 
une formule et son contraire (la même formule précédée de 
NON) ;
– complétude : pour toute formule F du système, on peut 
démontrer F ou NON-F.
Ce système capte complètement le domaine mathématique 
visé, et son étude peut être menée entièrement (c'est 
rarement le cas). Il ne contient pas d'indécidables, mais, si 
on omettait un seul axiome (par exemple || ◊ || = ||), certains 
énoncés vrais  (exemple : |||| ◊ |||||| = ||) deviendraient 
indécidables. Le système modifié serait alors incomplet.

indécidables absolus (c'est-à-dire défi-
nitivement indémontrables dans tout sys-
tème formel), mais indique que, pour
chaque système formel particulier (assez
puissant et consistant), il y a au moins
un indécidable I.

Si vous repérez un indécidable  pour
un système S auquel vous ajoutez le nou-
vel axiome I, vous créez un système S'
où I n'est plus indécidable. Fort bien, mais
avez-vous par là véritablement pro-
gressé? Hélas, guère : le théorème de
Gödel s'applique alors au nouveau sys-
tème S', et donc il existe au moins un indé-
cidable I' de S' (I' est bien sûr aussi un
indécidable de S). Si vous ajoutez I' aux
axiomes de S', vous obtenez un système
S'' qui contiendra un indécidable I'', etc.

Ceux qui interprètent le phénomène
de l'indécidabilité comme établissant que
les mathématiques sont incomplètes se
trompent : un système particulier qui n'ac-
cède pas à une certaine vérité mathé-
matique peut toujours être complété pour
y accéder.

Un piège existe, piège que nous allons
détailler pour assimiler le sens du théo-
rème de Gödel. Le mathématicien n'est
jamais effrayé par l'infini et, devant les
systèmes S, S', S'', etc., il se dit qu'il suf-
fit d’ajouter jusqu'à l'infini les indécidables
qu'on trouve et qu'on obtiendra alors un
système complet.
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– À l'infini, je dispose d'un système 
Sinfini qui possède peut-être une infinité
d'axiomes, mais qui est complet.

Ce système semble contredire le théo-
rème de Gödel. Où est la faille de ce rai-
sonnement?

Il est bien vrai qu'il n'y a plus d'indé-
cidable pour Sinfini : par construction, il
ne peut y en avoir. Si au départ S était
consistant, Sinfini l'est aussi. En revanche,
et c'est ce qui ne va pas, le prétendu
système Sinfini n'en est pas vraiment un,
car il n'existe aucun moyen algorithmique
de savoir si une formule donnée est un
axiome ou n'en est pas un. Or pour
qu'un système formel soit envisageable
en mathématiques, il faut bien sûr qu'on
sache en reconnaître les axiomes (on
dit que le système doit être effectif). La
prétendue méthode pour passer de Sn à
Sn+1 aboutit à une abstraction mathé-
matique qui n'est pas utilisable comme
système formel.

L'énoncé du premier théorème de
Gödel en faisant apparaître cette précision
(qu'on omet souvent pour simplifier l'ex-
posé ou parce qu'on sous-entend le mot
effectif dans la définition de système for-
mel) est donc : tout système formel effec-
tif permettant de faire de l'arithmétique
est soit incomplet, soit inconsistant.

COMPLÉTUDE
DE LA LOGIQUE

Mettons en parallèle le résultat d'incom-
plétude de Gödel avec un autre résultat
de Gödel, de deux ans plus ancien et qui,
lui, est positif. Il s'agit de la complétude
de la logique. Ce résultat intéresse moins
les philosophes, alors que pourtant c'est
la comparaison des résultats de com-
plétude et d'incomplétude qui contient les
enseignements les plus précieux, et fait
entrevoir les mystères les plus profonds
sur la nature des mathématiques.

Au lieu de s'intéresser à ce qui est vrai
des nombres entiers, on cherche à savoir
ce qui est vrai sur le plan de la logique
pure. On se pose des questions comme :

– est-il vrai que si {a implique b}
alors {non-b implique non-a}?

– est-il vrai que si {pour tout x, y :
P(x,y)} alors {pour tout z : P(z,z)}?

– est-il vrai que si {pour tout x, il existe
y tel que : Q(x,y)} alors {il existe y tel que
pour tout x : Q(x,y)}?

(Réponses : oui, oui, non)
Nous cherchons ici un système for-

mel pour ce que nous dénommons le cal-
cul des prédicats du premier ordre qui est
la logique générale où tout raisonnement
mathématique peut s'exprimer.

Le résultat de Gödel de 1929 répond
à cette question : il existe des systèmes
formels qui démontrent toutes les formules
justes du calcul des prédicats du premier

4. HERCULE CONTRE L'HYDRE 
Une hydre possède une multitude de têtes reliées à son corps et organisées 
selon un réseau de cous reliés par des nœuds, le tout formant un arbre. Hercule 
doit tuer l'hydre en coupant toutes les têtes.

Hercule doit tuer l'hydre en ne coupant qu'une tête à la fois et en tranchant la 
dernière partie du cou située avant la tête coupée. Lorsqu'il coupe une tête et 
un cou, une multitude de nouveaux cous et têtes apparaissent : lorsqu'il vient 
de couper la n-ième tête et son cou, le cou en dessous de la partie qu'il vient de 
couper et tout l'ensemble des nœuds, cous et têtes au-dessus de ce nœud ("le 
bout excité de l'hydre") se reproduit en n exemplaires qui poussent à côté du 
bout excité. Toutefois, lorsque Hercule coupe un cou directement lié au corps 
de l'hydre, les têtes ne repoussent plus.
Hercule peut-il vaincre l'hydre en éliminant toutes les têtes? L'opération de 
coupe augmente beaucoup le nombre des têtes, mais diminue aussi le nombre 
de têtes associées à un cou relié au corps. Aussi espère-t-on arriver au moment 
où toutes les têtes sont directement liées au corps et où l'on peut les couper 
sans déclencher de reproduction. On démontre, avec des théories plus 
puissantes que l'arithmétique de Peano, que Hercule, avec n'importe quelle 
stratégie de choix de tête à couper, vient à bout de l'hydre en un temps fini, 
mais aussi que ce résultat est un indécidable de l'arithmétique de Peano. 

PREMIÈRE 
COUPURE
En brun, la partie 
excitée de l'hydre.
La partie excitée
est dupliquée.

DEUXIÈME
COUPURE
En brun, la partie 
excitée par la 
deuxième coupure.
La partie excitée
est ajoutée deux fois.

TROISIÈME 
COUPURE
En brun, la partie 
excitée par la troisième 
coupure.
La partie excitée 
est ajoutée trois fois.
S'il coupe la tête bleue 
reliée directement 
au corps de l'hydre, 
elle ne repousse pas.

Coupera-t-on toutes 
les têtes de l'hydre?
Cette affirmation, 
démontrable avec des 
théories puissantes, 
est un indécidable 
de l'arithmétique.
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