précieusement) une équation terriblement
indécidable (voir 'encadré 5).

L'équation est terriblement indécidable,
car G. Chaitin a démontré qu'un sys-
téme formel donné S ne peut jamais
résoudre qu'un nombre fini de cas de
I'équation, tous les autres cas étant indé-
cidables dans S. Les moyens de preuve
définis au début du traité de Bourbaki
atteindront donc un jour une limite abso-
lue face a cette équation. Méme si le traité
se développe pendant un milliard d'an-
nées, au-dela d'un certain point d'éluci-
dation maximale, il ne permettra plus
jamais de régler un seul cas supplémen-
taire de I'équation.

QUE REPONDEZ-VOUS
DONC ACA ?

Quelle est laréponse des mathématiciens
face & cet arsenal de résultats d'indéci-
dabilité qui ont envahi chaque spécialité
mathématique?

lls répondent qu'a chaque fois tout cela
est construit sur du codage. Le programme
qui ne s'arréte pas, le jeu a information
compléte que Bourbaki ne réussit pas a
analyser, I'équation indécidable dont on
ne peut traiter qu'un nombre fini de cas,
etc., tout cela provient a chaque fois du
déguisement avec les notations de divers
domaines mathématiques, des indéci-
dables originaux trouvés par Godel et
Turing. A chaque fois, les objets en cause
sont complexes et longs a écrire (I'équa-
tion de Chaitin, avec ses 12 000 variables,
battant tous les records). Les mathéma-
ticiens spécialistes d'équations diophan-
tiennes ne se seraient jamais intéressés
d'eux-mémes aux équations que les
logiciens aidés de la théorie du calcul leur
mettent sous le nez. Les mathémati-
ciens répondentdonc : «Les indécidables
gue vous construisez sont artificiels et
toutes vos constructions ne peuvent nous
forcer a croire que nos propres problemes,
ceux que nous rencontrons dans le cours
normal du développement de nos théo-
ries, risquent d'étre indécidables.»

Face a cette réponse, les logiciens
devaient dégager les indécidables de tout
codage.

INDECIDABLES DE J. PARIS
ET L. HARRINGTON

Cela se produisit, il y a une vingtaine d'an-
nées, quand plusieurs énoncés arithmé-
tiqgues simples et dégagés de tout codage
furent démontrés indécidables vis-a-vis
de l'arithmétique de Peano (voir I'énoncé
indécidable concernant les hydres cité
dans la rubrique du mois de novembre).

Nombreux furent ceux, y compris parmi
les mathématiciens, qui reconnurent alors
gu'un pas important avait été franchi.
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Malgré ces progrés, certains mathémati-
ciens ont eu beau jeu de remarquer que
les indécidables arithmétiques dégagés
du codage inventés par les logiciens
n'avaient jamais été envisagés sponta-
nément par les mathématiciens. On parla
d'énoncés «cuisinés expres».

Ces énoncés sont, la encore, des
constructions de logiciens. De plus, dans
la grande majorité des cas, il s'agit d'in-
décidables de Il'arithmétique de Peano
décidables dans Zermelo-Fraenkel, et non
pas d'indécidables de Zermelo-Fraen-
kel. Il manque donc encore un cas incon-
testable d'énoncé que les spécialistes
d'arithmétique considérent intéressant
avant que les logiciens ne s'y intéres-
sent et sur lequel ils travaillent, que les
logiciens démontreraient indécidable
vis-a-vis de l'arithmétique de Peano (qui

est la théorie naturelle pour écrire les rai-
sonnements d'arithmétique) ou, mieux,
indécidable avec Zermelo-Fraenkel.

Les candidats ne manquent pas. Iy
a d'une part les résultats d'arithmétique
gu'on démontre avec des outils plus puis-
sants que ceux de l'arithmétique de Peano.
C'est le cas de nombreux théorémes
concernant les nombres premiers dontles
premiéres démonstrations — qualifiées de
transcendantes — utilisaient des techniques
d'analyse formalisable dans la théorie Zer-
melo-Fraenkel, mais pas dans Peano.
Pour plusieurs d'entre eux, on sait aujour-
d'hui que I'on peut en fait les démontrer
dans l'arithmétique de Peano. Ces énon-
cés ne constitueront donc pas des pro-
positions envisagées spontanément par
les mathématiciens, démontrables dans
Zermelo-Fraenkel, indécidables dans

la forme du premier dans le second.

B<3 B<4 B<5 B<6

4. LES ARBRES DE KRUSKAL
Un arbre est dit sous-arbre d'un autre si on peut retrouver

%n sous-arbre de : mais aussi de :

On cherche a construire des séries d'arbres tels qu'aucun ne soit le sous-
arbre d'un arbre placé plus loin. Une telle série d'arbres est dite correcte.

BSZY B<3%

On dit qu'une série est de type 2 si le premier arbre possede deux branches
au plus, le second trois branches au plus, etc. En construisant des séries
correctes de type 2, on s'apercoit qu'elles n‘ont jamais plus de quatre arbres.

by

Une série est de type 3 si le premier arbre possede trois branches au plus, le
second quatre branches au plus, etc. On s'apercoit, la aussi, qu'on ne peut
jamais prolonger indéfiniment les séries correctes de type 3.

Le théoreme de Kruskal indique que, «pour tout entier n supérieur a 1, il
existe une limite k & la longueur des séries correctes de type n».

Cet énoncé ne contient aucun codage déguisé de proposition logique. C'est
pourtant un énoncé indécidable de I'arithmétique de Peano. Cet énoncé est
I'un de ceux qui auraient d0 convaincre les mathématiciens que, méme a
propos de problemes simples et naturels, l'indécidabilité peut surgir.

Ce n'est pas un
sous-arbre de :

B<4

B<7 B<8 B=<9 B<10




leurs théories.

5. LES INDECIDABLES DE LA COMPLEXITE

Méme le plus puissant systéme formel ne peut traiter qu'un
nombre fini de cas de I'équation de Chaitin.

Gregory Chaitin a construit et fait imprimer une équation

indécidable. L'équation est a coefficients entiers et ne fait
intervenir que des additions, des multiplications et des
exponentiations (une équation simple de ce type serait :
n—x’+ 3y + 2t =0). On ne s'intéresse qu'aux solutions en
nombres entiers de I'équation. L'équation dépend d'un
paramétre n et possede 12 000 variables ; on peut la résumer
en écrivant : P(n, X1, X2, X3, ..
Pour chaque valeur de n, I'équation possede une infinité de
solutions ou n'en possede qu'un nombre fini. On dit que "l'équation est
résolue pour n" si on réussit a savoir dans lequel des deux cas on se trouve.
G. Chaitin a démontré qu'un systeme formel donné S ne peut jamais
résoudre qu'un nombre fini de cas de I'équation, tous les autres cas étant
indécidables dans S. Pour avancer dans la résolution de cette équation, les
mathématiciens seront indéfiniment obligés d'ajouter de nouveaux axiomes a

-» X12000) = 0.

Peano. Pour le grand théoreme de Fer-
mat, la question est ouverte : la démons-
tration actuelle utilise des méthodes qui
dépassent |'arithmétique de Peano, etl'on
ne sait pas la retranscrire dans Peano.
Les conjectures considérées par les
arithméticiens (conjectures des nombres
premiers jumeaux, conjecture de Riemann,
conjecture de Goldbach, etc.) sont peut-
étre des indécidables de l'arithmétique de
Peano ou de Zermelo-Fraenkel. Personne
n'a su le démontrer, et aucune piste ne
semble ouverte. Force est de constater
ici I'échec des logiciens : finalement aucun
argument définitif n'a été fourni aux mathé-
maticiens sceptiques, et la plupart des
arithméticiens restent donc persuadés que
la question de l'indécidabilité ne se pose
pas vraiment pour les conjectures non
démontrées. Au pire, pensent-ils, ces
conjectures seront indécidables dans
Peano, mais décidables dans Zermelo-
Fraenkel. Le débat n'est donc pas clos.

AUTRES EXTENSIONS
DE LARITHMETIQUE

Une explication de cette situation est sug-
gérée par certains travaux récents des
logiciens S. Feferman et S. Simpson qui
se sont intéressés a des types nouveaux
d'extension de l'arithmétique.

Lorsqu'on envisage d'étendre le pou-
voir de l'arithmétique pour inclure les
nombres réels, des fonctions continues
et des objets complexes que l'analyse uti-
lise, la méthode usuelle, adoptée par Bour-
baki et par la quasi-totalité des
mathématiciens, consiste a passer a la
théorie des ensembles Zermelo-Fraen-
kel. La puissance de Zermelo-Fraenkel
provient de l'axiome de l'infini, car on sait
que sil'on prend Zermelo-Fraenkel et qu'on
y remplace l'axiome «il existe un ensemble

infini» par l'axiome «il n'existe pas d’en-
semble infini», on obtient alors un sys-
teme équivalent a Peano.

L'extension de Peano a Zermelo-
Fraenkel augmente le domaine d'objets
mathématiques que le mathématicien peut
traiter, mais accroit le risque de l'incon-
sistance dans le sens suivant : Zermelo-
Fraenkel pourrait étre inconsistant et Peano
consistant, alors que l'inverse est impos-
sible (car la consistance de Zermelo-Fraen-
kel permet de prouver celle de Peano, mais
pas linverse).

Autrement dit, en passant de Peano
a Zermelo-Fraenkel, le mathématicien
enrichit les objets au prix d'un risque
nouveau de contradiction. Si la situation
était inévitable, ce qu'on a cru long-
temps, nous accepterions ce risque sans
hésitation, car nul ne souhaite renoncer
aux résultats de l'analyse, qui sont siimpor-
tants en physique et dans les applications
des mathématiques. Cependant il existe
un autre type d'extensions de l'arithmé-
tique qui ne prend pas de risque et qui
pourtant permet aussi de faire de l'ana-
lyse et de développer toutes les mathé-
matiques nécessaires aux physiciens.

Ainsi, S. Feferman et S. Simpson ont
mis a la disposition des mathématiciens
des versions de I'analyse ou I'on retrouve
des résultats classiques (théorie classique
des fonctions continues, existence de solu-
tion des systémes différentiels, etc.) et
tous les objets et méthodes utiles aux
développements des mathématiques ser-
vant dans les sciences de la nature.

Ces systémes sont un peu plus com-
plexes a utiliser que Zermelo-Fraenkel,
mais leur intérét est immense. lls mon-
trent, d'une part, que d'autres voies que
celle un peu brusque de la théorie des
ensembles sont praticables et suffisent
pour fonder et développer les mathéma-

tiques dont les sciences ont besoin. D'autre
part, ils montrent que ce n'est peut-étre
pas par hasard si ce qui intéresse spon-
tanément les mathématiciens quand il
s'agit d'arithmétique n'a jamais été prouvé
indécidable vis-a-vis de Peano.

Certaines extensions prudentes pos-
sédent les mémes indécidables arithmé-
tiques que Peano, aussi s'interroge-t-on :
les extensions prudentes ne sont-elles pas
la voie raisonnable et réaliste d'extension
de Peano? La voie de Zermelo-Fraenkel
correspondrait a une illusion infinitaire,
commode, mais imprudente, voire trom-
peuse. Les indécidables de l'arithmé-
tigue de Peano seraient indécidables pour
de bonnes raisons, et les mathémati-
ciens ne s'intéresseraient jamais sponta-
nément a des indécidables de Peano parce
que ils resteraient dans le monde des
mathématiques applicables, ou les indé-
cidables de Peano sont indécidables.

Pour faire de la physique, seules cer-
taines parties des mathématiques sont
utiles ; pour des raisons de commodité, on
utilise Zermelo-Fraenkel qui est inutilement
puissant. Cette puissance a pour effet
(peut-étre malencontreux) de diminuer le
nombre des indécidables ; ne considérer
gue les systemes formels juste assez puis-
sants pour faire de la physique ne conduit
pas a la suppression d’'indécidables. Il y
a peut-étre une raison profonde, mal com-
prise aujourd’hui, a cette situation : il se
pourrait que seuls les systémes qui gar-
dent les mémes indécidables (les exten-
sions conservatrices de Peano corres-
pondent aux «vraies mathématiques»,
ce que, instinctivement, les mathémati-
ciens avaient compris).

Tout cela est bien mystérieux et com-
pliqué. S'astreindre & ne considérer que
des systemes qui maintiennent les mémes
indécidables plutdt que de vouloir s'en
débarrasser (chose de toutes les fagons
impossible, on le sait) non seulement
limiterait les risques d'inconsistance, mais
éviterait d'entrer dans un monde abstrait
irréel et peut-étre insenseé, et en tout cas
inutile & l'applicabilité des mathématiques.
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