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la démarche micromécanique a l’avan-
tage que le comportement obtenu à
l’échelle supérieure incorpore toutes
les caractéristiques du matériau au
niveau microscopique.

Naturellement le calcul de moyennes
risque de faire perdre de l’information,
mais un modèle qui décrirait toutes les
caractéristiques microscopiques du
matériau serait excessivement complexe.

Poutres ondulées

La micromécanique modélise les tis-
sus par un système de poutres :
chaque fil du réseau est considéré
comme une poutre flexible et exten-
sible, de section faible par rapport à
sa longueur. Pour décrire le com-
portement de la ligne moyenne (l’axe)
de ces poutres, on utilise des lois de
comportement linéaires élastiques :
on admet que la déformation est pro-
portionnelle à la contrainte, et que les
poutres reprennent leur position ini-
tiale dès que la déformation cesse. On
néglige volontairement l’hétérogé-
néité du fil, liée à son aspect fibreux,
et susceptible d’introduire des dissi-
pations (frottements entre fibres) et
des couplages entre les différents
modes de déformation (flexion/tor-
sion) ; de même, on assimile les zones
de contact entre les fils à des points
(voir la figure 4).

Dans le cas de la toile, qui a l’armure
la plus simple, on peut engendrer le
réseau de fils par la translation de deux
vecteurs de base orthogonaux, cha-
cun étant associé à deux éléments de
poutre ayant pour extrémité des nœuds
qui idéalisent les zones de contact entre
les fils. Ces deux vecteurs définissent
la cellule de base, à l’intérieur de
laquelle on analyse le comportement
du tissu. Le réseau de poutres est sup-
posé infini dans son plan.

Les éléments de poutre peuvent
onduler hors du plan (ondulations
transverses), tout comme les fils de
chaîne et de trame d’un tissu. En
revanche, on néglige les changements
de forme (cisaillement) du treillis de
poutres dans le plan. À chaque nœud,
on associe une variable de transla-
tion, le déplacement, et une variable
de rotation, qui décrit l’orientation de
la ligne moyenne de la poutre dans le
plan vertical.

On peut alors calculer l’énergie de
déformation de la cellule de base, et

passer à un matériau continu équiva-
lent en faisant tendre les dimensions
de la cellule de base vers zéro. La
rotation d’une poutre devient une
«microroration».

Un matériau ainsi caractérisé par
des déplacements et par des microro-
tations en chaque point est nommé
matériau micropolaire, ou milieu de
Cosserat, du nom des deux frères
E. Cosserat et F. Cosserat, qui les décri-
virent au début du XXe siècle. Ces maté-
riaux appartiennent à la classe plus
vaste des milieux continus généralisés.

L’approche micromécanique permet
ainsi de déduire le comportement du
tissu à partir des propriétés des fils. Le
degré de finesse de la modélisation peut
être accru par la description d’interac-
tions à plus ou moins grande portée dans
le matériau. Chaque raffinement sup-
plémentaire fait intervenir une échelle
de longueur qui définit la portée des
interactions relatives à un mécanisme
spécifique de déformation.

Le couplage entre les fils de chaîne et
les fils de trame s’exprime notamment
par une relation entre les moments des
forces exercées sur chacun des deux fils
en contact ; en utilisant le principe des
actions mutuelles, qui stipule que le
moment exercé par le fil de chaîne sur le
fil de trame est l’opposé du moment exercé
par le fil de chaîne sur le fil de trame, on
obtient une relation sur les microrotations
de chaque fil dans son plan.

Enfin, on peut prendre en compte
les glissements possibles entre fils en
ajoutant des variables de déformation
et de microcourbures plastiques : le glis-
sement d’un fil est analogue à la défor-
mation permanente d’une poutre.

Analyse non standard
et textiles

L’analyse non standard est une autre
façon de passer de la description
discrète à la description continue. Elle
justifie mathématiquement la théorie
micromécanique et, surtout, elle la
complète.

L’analyse non standard fut déve-
loppée dans les années 1960 par Abra-
ham Robinson, de l’Université de Los
Angeles. Elle introduit le concept de
standard, qui ne peut être énoncé dans
un cadre mathématique classique et
qui est régi par des axiomes spécifiques
nommés transfert, idéalisation et stan-
dardisation (dû à E. Nelson, de l’Uni-
versité de Princeton).

Le concept de standardisation for-
malise l’idée intuitive d’objets mathé-
matiques bien définis, tels les nombres
entiers 0, 1, 2, 3... ou encore les
ensembles de nombres relatifs, ration-
nels, réels... : est standard tout objet qui
peut être explicitement défini par le
cadre classique.

L’axiome d’idéalisation reconnaît
l’existence d’entiers non standards,
supérieurs à tout entier standard. De
ce fait, l’ensemble des nombres réels
contient, en plus des réels standards,
des réels (positifs ou négatifs) très
grands, très petits ou modérés. Les
nombres très grands sont plus grands
que tout réel standard. Les réels très
petits sont plus petits que tous les
nombres de la forme 1/x, où x est un
nombre réel standard : si ω est un
nombre non standard très grand, le
nombre 1/ω est un nombre très petit
non standard. Enfin, les nombres de la
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3. ON DÉCRIT les grandes déformations des tissus en considérant que le fil de chaîne, par
exemple, oscille dans une sorte de boîte, autour du fil de trame ; les ondulations du tube
décrivent les plissements du tissu.




