e suis obnubilé par une fractale!

Dans un article récent de cette

rubrique (Le triangle omniprésent,

Pour la Science, septembre 1999,
p. 100), j'ai décrit plusieurs apparitions
de la fractale nommée triangle de Sier-
pinski, que I'on obtient en éliminant suc-
cessivement des triangles équilatéraux
de plus en plus petits d’un triangle initial.
Depuis, beaucoup d’entre vous m'ont
signalé de nouvelles apparitions de cette
structure. Patrick Grim et Paul Saint-Denis,
de I'Université de Stony Brook, viennent
de m’en indiquer un nouvel avatar, en
logique mathématique.

Une fractale est une forme que
I'on peut diviser en parties qui sont
des versions réduites de la forme ini-
tiale. Une véritable fractale, tel le tri-
angle de Sierpinski, a une structure
exactement identique a toutes les
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Un guide fractal
du jeu de ticktacktoe

IAN STEWART

Une forme familiére en logique et en théorie

des jeux.

échelles ; chacune de ses parties res-
semble au tout. En revanche, une quasi-
fractale est une approximation d’'une
fractale : elle a une structure détaillée,
mais seulement a certaines échelles.
La structure d'une quasi-fractale ne
se prolonge pas indéfiniment a des
échelles de plus en plus petites, mais,
comme I'ceil humain ne distingue pas
les tout petits détails, les quasi-frac-
tales ont une allure fractale trés convain-
cante. P. Grim et P. Saint-Denis ont mis
au point un diagramme quasi fractal qui
représente les jeux de ticktacktoe (Frac-
tal Images of Formal Systems, in Jour-
nal of Philosophical Logic, vol. 26, n° 2,
1997, pages 181-222).

Le jeu de ticktacktoe est une variante
du jeu de morpion qui se joue sur un
réseau carré de trois cases de coté. A
tour de réle, deux joueurs marquent res-

pectivement une croix et un rond dans
les cases, et le premier qui marque trois
cases alignées (horizontalement, ver-
ticalement ou diagonalement) a gagné.
Généralement, le joueur X a le trait, et
une stratégie sans faille conduit a une
partie nulle.

Combien de parties sont-elles pos-
sibles? Au premier coup, le joueur X a neuf
possibilités ; puis le joueur O en a huit, etc.,
de sorte que le nombre total de parties
possiblesest9x8x7x6x5x4x3x2x1,
soit factorielle 9 (ce que I'on note 9!), égal
a 362 880.

Pour obtenir une quasi-fractale qui
représente ces parties, partons d’'une
grand quadrillage de trois cases de coté,
et divisons chaque case en un qua-
drillage de trois cases de c6té (voir la
figure 2). Le joueur X a neuf ouver-
tures possibles ; chacune sera repré-

1. Le triangle de Sierpinski (en haut a gauche) se retrouve en logique
mathématique. En utilisant les numéros de ligne et de colonne des
cases d’un quadrillage de 16 cases de coté, et en appliquant I'opéra-
teur NAND, on obtient un nombre qui code des couleurs. Le quadrillage a
alors une structure quasi-fractale. De méme pour un codage par I’éléva-

tion des points (ci-dessus).
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sentée par un des neuf sous-qua-
drillages. Par exemple, la partie qui com-
mence par un marquage de la case
supérieure gauche, par le joueur X, est
représentée par un sous-quadrillage ou
la case supérieure gauche est marquée
d’'un X. Ce sous-quadrillage montre donc
la partie aprés le premier coup. Chaque
sous-quadrillage porte ainsi une croix
dans une case particuliere.

Examinons maintenant le sous-qua-
drillage ou une croix apparait dans le coin
supérieur gauche. Le joueur O peut mar-
quer n'importe laquelle des huit cases
restantes. Aussi subdivise-t-on le sous-
guadrillage en neuf sous-sous-qua-
drillages, afin de représenter les huit
coups possibles du second joueur ; évi-
demment, ces sous-sous-quadrillages
ont tous une croix dans la case supé-
rieure gauche, et un O dans des cases
différentes.

On peut continuer ainsi, en mar-
quant tous les coups possibles dans
des quadrillages de plus en plus petits.
La figure finale a une structure quasi
fractale, car les regles de construction
sont récursives : les coups possibles
a chaque étape sont les coups précé-
dents. La fractalité n'est pas parfaite,
car le jeu s’achéve aprés un nombre fini
de coups.

xaminons maintenant 'aspect logique.

La forme la plus simple de logique
mathématique classique est le calcul
des propositions, qui considére des pro-
positions qui sont vraies (on les note 1)
ou fausses (0). Par exemple, la propo-
sition P «Les poules ont des dents» a
une valeur de vérité 0, car elle est
fausse ; en revanche, la proposition Q
«L'Afrique est un continent» a la valeur
de vérité 1. On compose des proposi-
tions a l'aide d’'opérateurs logiques
tels que ET et OU. Avec les proposi-
tions P et Q précédentes, la proposition
P ET Q est : «Les poules ont des dents
et I'Afrique est un continent» ; elle est
fausse (sa valeur de vérité est 0). On
représente ainsiles valeurs de vérité de
P ET Q par un tableau :

P Q P ETQ
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

On change la valeur de vérité d’'une
proposition quand on lui applique I'opé-
rateur NON : NON P est une proposi-
tion fausse si la proposition P est vraie,
et vice versa.

Il existe 16 tables de vérité possibles,
pour deux propositions. On peut les dési-
gner par des nombres a quatre chiffres
binaires : 0000, 0001, 0010, 0011, etc.
jusqu’a 1111 (en notation décimale, ces
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2. Les parties possibles au jeu de ticktacktoe se représentent par une structure quasi
fractale. Le quadrillage principal est subdivisé en quadrillages, eux-mémes subdivisés,

et ainsi de suite.

nombres sont 0, 1, 2, ..., 15). Cette liste
conduit & une autre quasi-fractale. Pour
la dessiner, on dessine un quadrillage de
16 cases de cdté et on ajoute une bor-
dure au-dessus de la ligne supérieure,
afin d'identifier les colonnes avec les 16
nombres binaires (voir la figure 1). Puis
on ajoute une bordure analogue sur la
gauche, afin de numéroter les lignes. On
choisit 16 couleurs différentes pour repré-
senter les 16 nombres binaires, et on
colorie les bordures. Choisissons main-
tenant un opérateur logique : par exemple,
la barre de Sheffer, qui est représentée
par le symbole «|». En informatique, cet
opérateur estnommé NAND, car P | Q est
égal a NON(P ET Q). Sa table de vérité
est:

PQ P|Q
0 0 1
0 1 1
10 1
11 0

Pour chacune des cases du qua-
drillage 16 x 16, utilisons pour la pro-
position P le numéro (a quatre chiffres
binaires) de la ligne de la case, pour
la proposition Q le numéro de la colonne
de la case. Puis appliquons I'opéra-
tion NAND, et cherchons les valeurs de
Vérité correspondantes. On obtient un
nombre a quatre chiffres binaires,
dont on cherche la couleur correspon-
dante, que I'on utilise pour marquer la
case du quadrillage 16 x 16.

Par exemple, considérons la case
de la cinquieme ligne et de la onzieme
colonne. En notation binaire, ces numé-
ros sont 0101 et 1011. En les utilisant
respectivement pour P et Q, dans la
table de vérité de P | Q, on obtient :

PQ PIQ
0 1 1
10 1
0 1 1
11 0

Le nombre de la derniere colonne est
1110, soit 14 en notation décimale. On
colorie la case de la cinquieme ligne et
de la onziéme colonne avec la couleur
numéro 14.

Le résultat de ces calculs laborieux
estreprésenté sur lafigure 1. Les cases
vertes, correspondant au nombre 1111,
engendrent une forme tres similaire a
la structure de Sierpinski. Au lieu de colo-
rier la figure, on peut aussi former une
surface en codant le nombre calculé par
une élévation. Par exemple, la hauteur
de la case de la cinquieme colonne et
de la onzieme ligne serait 0,875 (on divise
14 par 16 pour obtenir des valeurs
comprises entre 0 et 1). De telles sur-
faces sont ce que 'on nomme des solides
de valeurs. Dans le solide associé a I'opé-
rateur de Sheffer, on voit clairement une
structure de Sierpinski. La raison est
simple : tout systéme formel qui se fonde
sur la récursivité, jeu ou table de vérité,
est a la base d’'une quasi-fractale.

Réactions
n réponse a mon article sur les boeufs du soleil, Chris Rorres, de I'Université
Drexel, me signale une solution de A. Nygrén, de I'Université d’'Oulu (Finlande).
A. Nygrén a décrit un algorithme qui décrit le probléme en moins de cing secondes,
sur un ordinateur personnel équipé d’'un microprocesseur Pentium II, ou I'on
exécute les programmes Mathematica ou Mapple. Le site de C. Rorres conduit
a cet algorithme (www.mcs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/Cattle/Solution2.html).
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