5. HERCULE CONTRE L’'HYDRE

L e combat d’Hercule contre I'Hydre représente, comme le théoréme de Goodstein, un
exemple de propriété qui met en jeu des entiers et ne peut se démontrer sans utiliser
I'infini. Hercule doit vaincre I'Hydre, mais, chaque fois qu'il lui coupe une téte, il en repousse
de nouvelles! Les regles du combat sont les suivantes : Hercule coupe une seule téte a
chaque coup. S'il coupe une téte directement reliée au corps de I'Hydre, la téte ne repousse
pas ; en revanche, si la téte coupée n’est pas directement reliée au corps, alors I'en-
semble des tétes situées a coté de la téte coupée, c’est-a-dire provenant de la bifurcation
commune au-dessous, se reproduit en n nouveaux exemplaires, si Hercule porte son n-
ieme coup du combat. Le nombre de téte de I'Hydre semble tendre vers l'infini irrémé-
diablement. Pourtant, un théoreme énonce que, quelle que soit la forme initiale de
I'Hydre et quelle que soit la stratégie d’Hercule, il finira toujours par tuer I'Hydre en cou-
pant toutes les tétes. Comme le théoréeme de Goodstein, le théoréme de I'Hydre se démontre
en utilisant des ordinaux et, @ nouveau, Kirby et Paris ont prouvé qu’il ne peut pas étre
démontré dans le systéme de Peano, c'est-a-dire par récurrence.
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PREMIERE COUPURE

En brun, la partie excitée
par la coupe.

Cette partie est dupliquée.

DEUXIEME COUPURE

En brun, la partie excitée
par la deuxiéme coupe.
Cette partie est ajoutée
deux fois.

TROISIEME COUPURE

En brun, la partie excitée
par la troisieme coupe.

La partie excitée est ajoutée
trois fois. S'il coupe la téte
bleue reliée directement

au corps de I’hydre,

elle ne repousse pas.

Coupera-t-on

toutes les tétes de I’hydre?
QOui, et ce résultat

se démontre

avec les ordinaux.

récurrence. Il ne donne toutefois aucun
exemple explicite d"une telle propriété.

Le second théoreme d’incomplé-
tude comble cette lacune, en livrant un
exemple: c’est une propriété qui code,
dans le langage de l'arithmétique, le
fait que le principe de récurrence n’est
pas contradictoire avec lui-méme. Ce
résultat, fort remarquable, continue de
fasciner aprées bien des années. Pour-
tant, du point de vue de l’arithmétique,
ilnous laisse un peu sur notre faim, car
la «propriété qui code dans le lan-
gage de l'arithmétique le fait que le
principe de récurrence n’est pas auto-
contradictoire» manque de clarté etne
correspond guere a ce qu'un arithmé-
ticien a I’habitude d’appeler une pro-
priété d’arithmétique...

II a fallu attendre cinquante ans
avant de trouver des propriétés darith-
métique plus communes qui ne soient
pas démontrables par récurrence. Le
premier exemple a été une propriété
de type combinatoire isolée par Paris
et Harrington en 1978, suivi du théo-
reme de Goodstein, établi quelques
années plus tard. C’est a ce jour
I’exemple le plus simple d’une pro-
priété d’arithmétique, qui se démontre
al’aide del'infini, et dontil est prouvé
qu’elle ne peut étre démontrée par
récurrence.

En un sens, un tel résultat consti-
tue un argument puissant en faveur
de l'utilisation de l'infini en mathéma-
tiques puisqu'il montre que certaines
propriétés ne mettant en jeu que des
objets finis ne peuvent étre démontrées
qu'a partir de l'infini : on aurait donc
tort de se priver d'une telle possibilité.
D'un autre c6té, I'exemple de la graine
4 montre que le théoreme de Goodstein
met en jeu des entiers gigantesques,
beaucoup plus grands par exemple que
le nombre d'atomes dans l'univers, et
nous pouvons aussi nous interroger sur
l'usage de tels entiers et leurs rapports
avec les entiers «de tous les jours»...
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L'infini et 'univers
des algorithmes

GILLES DOWEK

On ne peut pas toujours prévoir le nombre d’opérations nécessaires
a un calcul. Aussi, pour permettre l'expression de tous les algorithmes,
il faut introduire la possibilité que les calculs durent infiniment longtemps.

n algorithme décompose un cal-

cul en des suites d’opérations élé-

mentaires. Quand un algorithme

prescrit un nombre infini d’opé-
rations élémentaires, on n’obtient jamais
le résultat. Aussi, faut-il tenter de mai-
triser ou de chasser cet infini.

Pour multiplier 35 par 12, nous
devons multiplier 5 par 2, poser le 0,
retenir le 1, multiplier 3 par 2, ajou-
terlaretenue... au bout de nos efforts,
nous obtiendrons le résultat : 420.
Cette recette qui décrit]’enchainement
des opérations élémentaires d’une
multiplication est dénommée ’algo-
rithme de la multiplication, ou plu-
tot un algorithme de la multiplication,
car il existe d’autres méthodes de
calcul possibles. Ainsi, 35 + 35 + 35
+35+35+35+35+35+35+35+35
+ 35 est une méthode, un algorithme
envisageable pour multiplier 35 par
12, a ’aide d’additions successives.
I1 en existe bien d’autres.

Ces algorithmes sont des
méthodes de calcul qui donnent un
résultat aprés un nombre fini d’opé-
rations et dans un temps fini. L'in-
fini ne semble ainsi jouer aucun role
dans l'univers des algorithmes, et
pourtant la notion d’algorithme ne
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peut étre définie sans utiliser I'in-
fini. L’infini est indispensable, mais
il faut le maftriser.

La définition
d’un algorithme

Si nous utilisons des algorithmes
depuis I’ Antiquité et que le mot algo-
rithme vient du nom du mathémati-
cien Al Khwarizmi qui vécut a Bagdad
au IXe siecle, ce n’est qu’au XXe siecle
que cette notion a été définie avec
précision.

Dans les années 1920, Thoralf Sko-
lem (1887-1963) a proposé une pre-
miere définition de la notion
d’algorithme liée & la récurrence. Ce
procédé consiste a définir une fonc-
tion en donnant sa valeur en 0 et en
indiquant comment passer de sa
valeur en 1 a sa valeur en n + 1. Par
exemple, la fonction e, qui a chaque
nombre entier n associe le nombre 2":
e(0)=1,e(1)=2,e(2) =4, e3) =8,
e(4) =16, ... est définie par récurrence,
en indiquant que sa valeur en O est 1
et qu’'on passe d'une valeur a la sui-
vante en la doublant.

Les fonctions qui sont définies par
leur valeur en 0, ou en une autre valeur
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initiale, et par une opération permet-
tant de passer directement d une valeur
a la suivante sont appelées, selon un
terme dit a Rosza Péter, récursives pri-
mitives. La fonction e(n) = 2" est récur-
sive primitive. Elle est définie par
e(0)=1ete(n +1)=2e(n). Richard Dede-
kind, qui avait déja étudié les défini-
tions par récurrence en 1888, avait
montré que l'addition, la multiplica-
tion, I’élévation a la puissance étaient
des fonctions récursives primitives.
La définition d"une fonction par
récurrence donne un algorithme pour
le calcul des valeurs de cette fonction.
Ainsi, pour calculer la valeur de la fonc-
tion e en 10, il suffit de calculer sa valeur
en0,puisenl, en2,..., en9etenfinen
10. On obtient ainsi e(0) = 1, e(1) = 2,
e(2)=4, ..., e(9) =512, et e(10) = 1 024.
On programme aisément de telles
fonctions récursives primitives en uti-
lisant des boucles For. Chaque itération
de laboucle exécute une opération élé-
mentaire ; on peut déterminer le nombre
d’itérations nécessaires au calcul en
fonction de la valeur que I’on sou-
haite calculer. Sil’on demande au pro-
gramme de calculer la fonction e pour
n égal a 10, apres 10 itérations, 1 024
s’affichera sur 'écran de I'ordinateur.
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