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On pourrait penser que, pour un
observateur accéléré, le spectre n’est
plus isotrope et que l’«avant» et «l’ar-
rière» paraissent différents ; on pour-
rait aussi imaginer que l’aspect du
spectre varie tant que l’observateur est
accéléré. En fait, ces intuitions sont erro-
nées : le spectre est homogène et iso-
trope et il ne change pas tant que
l’accélération est constante. En revanche,
le spectre observé par un observateur
uniformément accéléré n’est pas celui
que voit un observateur non accéléré.
Pour chaque fréquence, le rayonnement
est plus intense dans le référentiel accé-
léré que dans le référentiel au repos.

La forme du spectre électroma-
gnétique classique pour un observa-
teur accéléré n’est pas facile à
comprendre, mais on peut l’interpré-
ter en analysant le mouvement d’un
oscillateur placé dans une fusée.

L’accélération, équivalente
à un échauffement

L’équation du mouvement de cet oscil-
lateur ressemble beaucoup à l’équa-
tion du mouvement dans un référentiel
immobile. Il existe cependant deux dif-
férences notables : d’une part, la force
de réaction au rayonnement comporte
un nouveau terme, proportionnel au
carré de l’accélération ; d’autre part,
l’oscillateur est exposé à un nouveau
rayonnement aléatoire lié à l’accélé-
ration. Au total, l’énergie moyenne
de l’électron accéléré est supérieure à
celle de l’électron oscillant dans un réfé-
rentiel au repos. En d’autres termes,
lorsqu’un oscillateur est accéléré, il
vibre erratiquement plus fortement
dans le vide que s’il était au repos.

Pour comprendre l’effet de l’accé-
lération sur l’oscillateur harmonique,
on peut chercher le spectre électro-
magnétique qui s’ajoute au rayonne-
ment de point zéro pour engendrer ce
mouvement supplémentaire. Il faut
pour cela considérer le «principe

d’équivalence» sur lequel Einstein
fonda sa théorie de la gravitation ; selon
ce principe, un observateur, situé dans
un petit laboratoire placé dans un
champ gravitationnel, effectue exac-
tement les mêmes mesures qu’un
observateur placé dans une petite fusée
qui accélère uniformément. La phy-
sique dans un référentiel accéléré est
identique à celle dans un référentiel
placé dans un champ gravitationnel
uniforme. Comme les lois de la ther-
modynamique restent valables dans
un champ gravitationnel, elles doivent
l’être encore dans une fusée qui accé-
lère uniformément : aussi, pour conser-
ver l’équilibre, le spectre du
rayonnement supplémentaire ne peut
être qu’un spectre thermique. Dans tout
autre cas, l’oscillateur ne serait pas en
équilibre thermique avec son envi-
ronnement et il pourrait servir à réa-
liser une machine à mouvement
perpétuel. 

La conclusion est directe et éton-
nante : un système physique unifor-
mément accéléré dans le vide présente
les mêmes propriétés à l’équilibre
qu’un système non accéléré soumis à
un rayonnement thermique à une tem-
pérature supérieure au zéro absolu.

William Unruh, de l’Université de
Colombie britannique, et P.Davies, de
l’Université de Newcastle-on-Tyne, ont
trouvé vers 1976 la relation mathé-
matique qui relie l’accélération à la tem-
pérature. Le spectre réel que peut
enregistrer un observateur uniformé-
ment accéléré dans le vide est la somme
de deux composantes : l’une est due
au rayonnement de point zéro ; l’autre
est le spectre du rayonnement ther-
mique proposé par Planck en 1900.
Planck ne put expliquer la forme de
ce spectre qu’en introduisant, à contre-
cœur, certaines idées de mécanique
quantique ; on découvre aujourd’hui
que l’on peut décrire cette courbe avec
une analyse entièrement classique du
rayonnement dans le vide!

Avec ce type de raisonnement, on
obtient néanmoins un résultat sur-
prenant : si l’on se fonde à nouveau sur
le principe d’équivalence évoqué pré-
cédemment, il doit exister une tem-
pérature minimale au-dessous de
laquelle on ne peut pas refroidir les sys-
tèmes placés dans les champs gravi-
tationnels. Cette limite est une limite
absolue, indépendante de toutes les
difficultés pratiques qui s’opposent au
refroidissement. À la surface de la Terre,
cette limite est égale à 4×10–20 kelvins ;
elle est bien inférieure aux tempéra-
tures que l’on sait réaliser, mais elle est
supérieure à zéro.

Les relations entre le rayonnement
thermique et la structure du vide clas-
sique révèlent une unité inattendue
dans les lois de la physique, mais elle
rend plus complexe notre conception
du vide. Avec son ensemble de champs
électriques et magnétiques aléatoires,
le vide reste l’état le plus simple de la
nature… aux étonnantes propriétés.
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9. LE VIDE EST SOUMIS AUX FLUCTUATIONS quantiques : en consé-
quence des particules virtuelles apparaissent spontanément dans
le vide pendant des temps très courts, de l’ordre de la constante

h de Planck. Ces particules sont émises en couple, une particule
de matière, A et une particule d’antimatière, B. Ainsi, le vide ne
l’est jamais tout à fait…

A

B



a*b = axbxa-1

a*(b*c) = a*(bxcxb-1) = axbxcxb-1xa-1

(a*b)*(a*c) = (axbxa-1)*(axcxa-1) = axbxa-1xaxcxa-1x(axbxa-1)-1

       = axbxa-1xaxcxa-1xaxb-1xa-1 = axbxcxb-1xa-1

1/2 TOUR 1/4 TOUR 1/2 TOUR

a b a-1

1/4 TOUR

b-1

=

P

Q

R

M = P  Q*

I = Q  R*
J = P  (Q  R)
   = (P  Q) (P  R)* *

* *
*

*N = P  R
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Les tables de Laver sont des tableaux
d’entiers dont les propriétés res-
tent très mystérieuses, alors même
qu’il est facile de les construire avec

un ordinateur. Le plus étrange est que
le peu que nous sachions sur ces tables
repose sur l’hypothèse indémontrable
qu’il existe des ensembles "hyperinfi-
nis". Cela illustre un nouveau type d’ap-
plications de l’infini en mathématiques,
où celui-ci sert à fournir des intuitions
plus que des démonstrations.

Opérations autodistributives

Les tables de Laver ont été découvertes
dans les années 1980 par Richard Laver,
théoricien des ensembles de l’Univer-
sité de Boulder, au Colorado.

A côté d'opérations usuelles comme
l'addition ou la multiplication, qui véri-
fient des lois simples comme la com-

mutativité (x * y = y * x) ou l'associati-
vité (x * (y * z) = (x * y) * z), les mathé-
maticiens étudient d'autres opérations
qui vérifient des lois plus exotiques.

Parmi celles-ci figure l'autodistri-
butivité, qui s'exprime par l'égalité
x * (y * z) = (x * y) * (x * z), et que nous
noterons AD : le nom indique qu'une
opération vérifiant la condition AD est
distributive par rapport à elle-même,
de la même façon qu'on dit la multi-
plication usuelle distributive par rap-
port à l'addition, parce qu'elle vérifie
x * (y + z) = (x * y) + (x * z). Nous appel-
lerons donc opération autodistributive,
ou simplement opération AD, une "mul-
tiplication" (sur des objets quelconques,
pas nécessairement des nombres) qui
vérifie la condition AD quels que soient
les choix des éléments x, y, z.

Il n'y aurait guère d'intérêt à choi-
sir des conditions exotiques au hasard

et étudier pour le plaisir les opérations
qui satisferaient de telles conditions
(s'il en existe). L'intérêt pour les opé-
rations AD provient de l'existence
d'exemples non triviaux dans le monde
mathématique, en liaison notamment
avec d'autres structures importantes
comme les groupes (voir l’encadré 1).

Le rôle de l'infini dans le domaine
tient à ce que la considération d'en-
sembles «hyperinfinis» a mené à la
découverte d'exemples d'opérations
AD d'un type complètement nouveau
(voir l’encadré 4), lesquelles ont donné
un nouvel essor à toute la branche.

Dans le plan, on définit le «produit» de deux points P et Q
comme étant le milieu du segment PQ. Par le théorème de
Thalès, cette opération vérifie la condition d’autodistributi-
vité : P*(Q*R) = (P*Q)*(P*R). Un exemple d’opération auto-
distributive est la conjugaison dans un groupe, notamment

un groupe de rotations. Partant de la multiplication x du groupe,
on définit une nouvelle opération * en posant a*b = axbxa-1.
On vérifie que a*(b*c) et (a*b)*(a*c) sont égaux à abcb-1a-1.
Un exemple de conjugaison de rotations d’un cube est
représenté à droite.

L’infini est source d’inspiration. L’exploration
d’ensembles hyperinfinis, impossibles à construire,
mais pas inconcevables, a fait découvrir des objets
mathématiques comme les tables de Laver 
et des propriétés des tresses.

1. EXEMPLES D’OPÉRATIONS AUTODISTRIBUTIVES

L’infini est un révélateurL’infini est un révélateur
PATRICK DEHORNOY
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1   2   3   4
1     2   
2     3
3     4
4     1   2
De même, 4 * 3 : 4 * 3 = 4 * (2 * 1)

= (4 * 2) * (4 * 1) = 2 * 1 = 3, ce qui donne :
1   2   3   4

1     2   
2     3
3     4
4     1   2   3

Le lecteur pourra établir de même la
valeur 4 * 4 = 4. On passe alors à la
ligne de 3. La première valeur à calcu-
ler est 3 * 2, et il vient cette fois
3 * 2=3 * (1 * 1) = (3 * 1) * (3 * 1) =4 * 4=4.
On remplit ainsi la ligne de 3, puis
celle de 2 et de 1, parvenant finalementà :

1   2   3   4
1     2   4   2   4
2     3   4   3   4
3     4   4   4   4
4     1   2   3   4

1

1
2

2 3 4

2 4
3 4

6 8
7 8

4 8
7 8

3
4

4 8
5 6

5 6 7 8

2 4
3 4

6 8
7 8

4 8
7 8

4 8
5 6

5

6
6 8
7 8

6 8
7 8

8 8
3 4

7
8

8 8
1 2

6 8
7 8

6 8
7 8

8 8
7 8

8 8
5 6

p

q

1

1
2

2 3 4

2 12
3 12

14 16
15 16

12 16
7 8

3
4

4 8
5 6

5 6 7 8

2 12
3 12

14 16
15 16

12 16
15 16

4 8
13 14

5
6

6 8
7 8

14 16
15 16

8 16
11 12

7
8

8 16
9 10

6 8
7 8

14 16
15 16

8 16
15 16

8 16
13 14

9
10

10 12
11 12

14 16
15 16

12 16
15 16

11
12

12 16
13 14

10 12
11 12

14 16
15 16

12 16
15 16

12 16
13 14

13
14 15 16 15 16

3 4

15

16

16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

1 2

15 16 15 16

7 85 6

9 10 11 12

2 12
3 12

14 16
15 16

12 16
7 8

4 8
5 6

13 14 15 16

2 12
3 12

14 16
15 16

12 16
15 16

4 8
13 14

6 8
7 8

14 16
15 16

8 16
11 12

8 16
9 10

6 8
7 8

14 16
15 16

8 16
15 16

8 16
13 14

10 12
11 12

14 16
15 16

12 16
15 16

12 16
13 14

10 12
11 12

14 16
15 16

12 16
15 16

12 16
13 14

15 16 15 16

11 129 10

15 16 15 16

14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16

15 1613 14

p

q

1

1
2

2 3 4

2 4
3 4

2 4
3 4

4 4
3 4

3
4

4 4
1 2

p

q

1

1
1

2

2 2
1 2

p

q

1

1 1p

q

Vérifions que les tables de Laver satisfont la loi d’autodistributivité (condition AD) :
p * (q * r) = (p * q) * (p * r). Sur le tableau à 4 éléments, choisissons p = 4, q = 3
et r = 2. Le premier membre est égal à q *  r = 3* 2 = 8 et p* (q * r) = p* 8 = 4* 8 = 8.
Calculons le second membre : (p * r) = (4 * 2) = 6 ; (p * q) = (4 * 3) = 7 ;
(p* q)* (p * r) = 7 * 6 = 8. L’égalité est vérifiée. Il est facile de programmer la
construction des tables de Laver sur un ordinateur, en suivant l’ordre de calcul
des valeurs que nous avons indiqué. En utilisant les propriétés de périodicité pour
ne pas garder toutes les valeurs en mémoire, on va jusqu’à la table à 1024 élé-
ments sans problème, voire, en opérant avec soin, jusqu’à 220 éléments.

3. LES LIMITES DE L’EXPÉRIMENTATION

La période de la première ligne atteint 8 dans la table de Laver à 32 éléments,
puis 16 dans la table à 512 éléments. Si le théorème de Laver est vrai, il existe
des tables où la période de la première ligne vaut 32, et nous pouvons chercher
quelle est la taille N de la première table où cela se produit, par exemple en pro-
grammant un ordinateur. Cette approche ne risque pas d’aboutir…

En effet, un théorème de Randall Dougherty, de l’université de Columbus,
en Ohio, nous dit que le nombre N est au moins A9(A8(A8(255))), où Ak est la 
k-ième fonction d’Ackermann. Les fonctions Ak sont des fonctions sur les
entiers construites de proche en proche, et qui croissent de plus en plus vite :
A1(n) est n + 1, A2(n) est 2n + 3, A3(n) est de l’ordre de 2n, A4(n) est approxi-
mativement une tour d’exponentielles de base 2 et de hauteur n, et, pour tout k,
A{k +1}(n) s’obtient en appliquant Ak itérée n fois à 1. Le nombre A8(255) dépasse
toute imagination, et que dire de A8(A8(255)), puis de A9(A8(A8(255)))?

Sans risque d’être démenti, on peut affirmer que, quelle que soit la puis-
sance de l’ordinateur utilisée ou l’astuce du programme développé, on trouvera
toujours que la période de la première ligne dans une table de Laver est au plus 16.
Pourtant le théorème de Laver nous dit que 32 est atteint, mais certainement bien
plus loin que là où les ordinateurs savent encore compter…

2. LES PREMIÈRES TABLES DE LAVER À 1, 2, 4, 8 et 16 ÉLÉMENTSAbordons ici la question de la
construction d'opérations AD, en nous
demandant si on peut construire à la
main une opération AD sur un
ensemble fini quelconque. 

Ceci revient à chercher une sorte
de table de Pythagore représentant une
«multiplication». Si nous cherchons
une table à N éléments, nous pouvons
toujours supposer que les éléments de
notre table sont les entiers 1, 2, ..., N,
et notre problème est de construire un
tableau à N lignes et N colonnes rem-
pli de nombres entre 1 et N de sorte
que, si nous dénommons p * q le
nombre qui est à l'intersection de la
p-ième ligne et de la q-ième colonne,
alors l'opération * (la «multiplication»)
ainsi définie vérifie la condition AD.
Si cela est le cas, nous dirons que nous
avons obtenu une AD-table.

De telles tables existent-elles? Cer-
tainement : si nous posons p *q= q, c'est-
à-dire si nous construisons notre tableau
en remplissant la première colonne avec
des 1 partout, la deuxième avec des 2,
etc., on montre que la condition AD est
vérifiée, puisque nous aurons toujours
p * (q * r) = r = (p * q) * (p * r).

Tables de Laver

Les tables précédentes ne sont guère pas-
sionnantes. Elles sont plus intéressantes
quand nous fixons à l’avance les valeurs
dans la première colonne. 

Supposons que nous fixions les
valeurs suivantes :

1   2   3                      N
1     2
2     3
3     4
.
.
.
.

N -1    N
N      1
Nous allons voir qu’il existe au plus

une façon de compléter le tableau. Sup-
posons par exemple N = 4. Nous par-
tons avec :

1   2   3   4
1     2
2     3
3     4
4     1
Essayons de calculer 4 * 2, c’est-à-

dire 4 * (1 * 1). Comme nous voulons
avoir la condition d’autodistributivité,
il faut avoir 4 * (1 * 1) = (4 * 1) * (4 * 1).

Or 4 * 1 est 1, donc on doit avoir
4 * 2 = 1 * 1 = 2 et notre tableau devient :




