une table éments, nous pouvo
toujours supposer que les éléments de
notre table sont les entiers 1, 2, ..., N,
etnotre probleme est de construire un
tableau a N lignes et N colonnes rem-
pli de nombres entre 1 et N de sorte
que, si nous dénommons p * g le
nombre qui est a l'intersection de la
p-ieme ligne et de la g-ieme colonne,
alors 1'opération « (la «multiplication»)
ainsi définie vérifie la condition AD.
Si cela estle cas, nous dirons que nous
avons obtenu une AD-table.

De telles tables existent-elles? Cer-
tainement : sinous posonsp =g =g, c'est-
a-dire si nous construisons notre tableau
en remplissant la premiére colonne avec
des 1 partout, la deuxiéme avec des 2,
etc., onmontre que la condition AD est
vérifiée, puisque nous aurons toujours

pr(qxr)=r=(pxq)+(pxr).
Tables de Laver

Les tables précédentes ne sont guere pas-
sionnantes. Elles sont plus intéressantes
quand nous fixons al'avance les valeurs
dans la premiére colonne.

Supposons que nous fixions les
valeurs suivantes :

123 N
1|2
2|3
3|4
N-1| N
NI 1

Nous allons voir qu'il existe au plus
une fagon de compléter le tableau. Sup-
posons par exemple N = 4. Nous par-
tons avec:

|1234
1]2
2|3
3|4
41

Essayons de calculer 4 « 2, c’est-a-
dire 4 = (1 * 1). Comme nous voulons
avoir la condition d’autodistributivité,
ilfautavoir4+(1+1) =4 1)« (4« 1).

Or 4 «1 est 1, donc on doit avoir
42 =1+1=2etnotre tableau devient :
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ne pas garder toutes les valeurs en mémoire, on va jusqu’a la table a 1024 élé-
ments sans probléme, voire, en opérant avec soin, jusqu’a 22° éléments.
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10|11]12]13|14]15|16
12(14)16{ 2 |12|14]16
12]15|16| 3 [12|15|16
8 12]16|4 |8 |12|16
7|8 |13]|14|15]16
8 |14]|16|6 |8 |14|16
8 ]15]|16| 7 | 8 |15]|16
16| 8 |16{8 |16/ 8 |16 16/ 8 |16/ 8 |16/ 8 |16
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16]12|16(12|16|12]16|12|16]12(16]12(16{12|16
14]15|16(13|14|15|16|13|14)15(16]13|14|15|16
16|14/16|14|16|14|16|14|16|14(16|14|16|14|16
16]15|16(15|16|15|16|15|16|15(16]|15(16{15|16
16|16/16|16(16/16|16(16|16{16|16|16|16|16|16
11[12|13[14(15|16
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1
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Lelecteur pourra établir de mémela

valeur 4 = 4 = 4. On passe alors a la
ligne de 3. La premiere valeur a calcu-
ler est 3 = 2, et il vient cette fois
2 3x2=3x(1+1)=CB+1)+*(3+1)=4+4=4.
éme,4+3:4+3=4+«(2+1) Onremplit ainsi la ligne de 3, puis
(4+1)=2+1=3,cequidonne: cellede2etdel, parvenantfinalementa:
234 123
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3. LES LIMITES DE LEXPERIMENTATION

La période de la premiére ligne atteint 8 dans la table de Laver a 32 éléments,
puis 16 dans la table & 512 éléments. Si le théoreme de Laver est vrai, il existe
des tables ou la période de la premiére ligne vaut 32, et nous pouvons chercher
quelle est la taille N de la premiére table ou cela se produit, par exemple en pro-
grammant un ordinateur. Cette approche ne risque pas d’aboutir...

En effet, un théoréme de Randall Dougherty, de I'université de Columbus,
en Ohio, nous dit que le nombre N est au moins Ag(A5(A4(255))), ou A, est la
k-ieme fonction d’Ackermann. Les fonctions A, sont des fonctions sur les
entiers construites de proche en proche, et qui croissent de plus en plus vite :
A (n) estn + 1, Ay(n) est 2n + 3, A,(n) est de I'ordre de 2", A,(n) est approxi-
mativement une tour d’exponentielles de base 2 et de hauteur n, et, pour tout k,
A +1}(n) s'obtient en appliquant A, itérée n fois a 1. Le nombre A4(255) dépasse
toute imagination, et que dire de A5(A4(255)), puis de A (A5(A4(255)))?

Sans risque d’étre démenti, on peut affirmer que, quelle que soit la puis-
sance de I'ordinateur utilisée ou I'astuce du programme développé, on trouvera
toujours que la période de la premiére ligne dans une table de Laver est au plus 16.
Pourtant le théoreme de Laver nous dit que 32 est atteint, mais certainement bien
plus loin que la ou les ordinateurs savent encore compter...
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