Nous voyons aussi que les périodes
doublent parfois. Sans qu'une loi appa-
raisse clairement sur un aussi petit
nombre de valeurs, il apparait plau-
sible que la suite des périodes tende
vers l'infini, c’est-a-dire atteigne suc-
cessivement toutes les puissances de 2
(il est facile de voir que les périodes
ne peuvent faire plus que doubler
d’une table a la suivante, donc on ne
peut sauter aucune puissance de 2).
Qu’en est-il?

En 1995, Richard Laver a prouvé
le théoreme suivant : «S'il existe un
rang autosimilaire, alors la suite des
périodes des premieres lignes des tables
de Laver tend vers l'infini.»

L’encadré 4 explique la notion de
rang autosimilaire. Ce résultat est
trés étonnant : que la suite des périodes
tende vers l'infini ne nous surprend
guere, c’est ce que I'observation des
exemples suggérait. Ce qui est sur-
prenantici est’hypothese aveclaquelle
Laver démontre son résultat, a savoir
cette mystérieuse existence d'un rang
autosimilaire. Cette hypothese d’un
rang autosimilaire exprime qu’il existe
dans le monde mathématique des
ensembles énormes, «hyperinfinis».

D’aprés le théoreme d’incomplétude
de Godel, il n’existe aucun espoir de
montrer que de tels ensembles existent,
ni méme de montrer que I'hypothese
qu'ils existent estnon contradictoire. Ce
qui est extrémement surprenant alors,
c’est 'apparition d’un lien entre les
tables de Laver, qui sont des objets finis,
calculables par ordinateur, et qui exis-
tent donc au sens le plus concret, et
des ensembles hyperinfinis dont per-
sonne ne sait, ni ne saura jamais, s’ils
existent.

Une alternative

La situation actuelle ne traduit que
notre ignorance des propriétés des
tables de Laver. Deux issues sont
possibles:
- soit quelqu’un finit par trouver une
"vraie" démonstration du théoreme de
Laver, c’est-a-dire une démonstration
qui n’utilise pas ’existence d’un
ensemble hyperinfini,
- soit on finit par démontrer que toute
preuve utilise comme hypothese cette
existence de facon incontournable.

Si la seconde issue est la bonne, la
situation serait comparable a celle du

théoreme de Goodstein, une propriété
des entiers dont on sait qu’on ne peut
pas la démontrer sans une certaine
forme d’infini (voir L'infini est-il néces-
saire, page 102) ; une distinction impor-
tante néanmoins est que ’hypothese
utilisée dans la preuve du théoreme de
Goodstein est I’existence d’un infini
minimal, alors que celle utilisée dans
la preuve du théoreme de Laver est
I'existence d’un infini extraordinaire-
ment plus grand.

En théorie, rien n’empéche que cette
issue soitla bonne (c’est méme1’espoir
de beaucoup de théoriciens des
ensembles et de spécialistes de I'infini).
Il semble cependant que la premiere
issue ait bien davantage de chances
d’étre labonne, méme si les efforts pour
démontrer «a la main» le théoréme
de Laver ont été jusqu’a présent infruc-
tueux ou, plus exactement, incomplets.

Applications de I’'infini?

Dans la situation actuelle, le théoréeme
de Laver est une application de la notion
d’infini, puisque la seule démonstra-
tion que nous en connaissions y fait
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