PARADOXE DE RUSSELL

Soit I'ensemble des x qui ne sont pas éléments d'eux-mémes : E = {x ; x X}.
Si E O E, alors, par définition, E O E. Si E [E, alors, par définition, E 0 E :
c'est contradictoire!

Le paradoxe de I'ensemble des ensembles qui ne se contiennent pas eux-
mémes (paradoxe de Russell) est aujourd'hui correctement résolu en théorie
des ensembles de la fagon suivante.

On définit les méthodes qui permettent de créer de nouveaux ensembles a
partir d'ensembles existant déja (réunion, ensemble des parties, etc.), et il ne
suffit pas de considérer une propriété (par exemple, x 0 x ) pour pouvoir
affirmer qu'il existe un ensemble regroupant tous les objets qui satisfont
cette propriété. La notation E = {x ; x 0 x} ne désigne pas nécessairement
un objet légitime de la théorie des ensembles sur lequel on peut raisonner
comme le fait le paradoxe ; si on veut l'utiliser, il faut établir que c'est un
ensemble par utilisation des regles que fixe la théorie. Pour E = {x ; x O x},
on n'y arrive pas. Dans la théorie Zermelo-Fraenkel (désignée par ZF), la
présentation correcte du raisonnement ci-dessus est donc :

Supposons qu'il existe un ensemble défini par : E = {x ; x [k}.

Si EO E, alors, par définition, E O E. Si E [E, alors, par définition, E 0 E, c'est
contradictoire, donc il n'existe pas d'ensemble défini par I'égalité : E = {x ; x [k}.
Pour des raisons analogues, il n'existe pas d'ensemble de tous les
ensembles, ni d'ensemble de tous les cardinaux, ou d'ensemble de tous les
ordinaux. Cette solution classique aux paradoxes de la théorie des
ensembles, découverts au début du XX€ siecle, réussit bien. Aucun nouveau

paradoxe n'a été découvert dans la théorie ZF jusqu'a présent.

cette nouvelle réalité de l'infini actuel,
il faut en poursuivre l'exploration.

A vrai dire, au tournant du
XXe® siecle, certaines contradictions
(ce qu'on appellera les antinomies) sem-
bleront rendre la construction canto-
rienne intenable. Toutefois, en quelques
années, ces difficultés seront circons-
crites (plusieurs méthodes seront méme
proposées) et ce qui apparut a certains
comme la faillite de la théorie mathé-
matique de l'infini actuel sera en défi-
nitive 'occasion pour cette théorie de
se forger une armure qu'aujourdhui
rien n'est venu sérieusement érafler.

L'hypothese du continu

Revenons a Cantor qui, en théoricien
consciencieux, développe une arith-
métique de l'infini, c'est-a-dire une
extension, aux nombres qui lui servent
a mesurer l'infini, des regles de calcul
qu'on applique aux nombres entiers,
servant a mesurer le fini. A cette occa-
sion, il est contraint de distinguer deux
types de nombres infinis, les cardinaux
et les ordinaux. Les cardinaux sont
les tailles des ensembles quand on les
considere de maniere brute, sans tenir
compte d'un possible ordre entre leurs
éléments. Cantor introduit en 1893 la
notation O, pour le cardinal de l'en-
semble des nombres entiers, 270 pour
le cardinal du continu (I'ensemble

des nombres réels), qui est le méme
que celui de P(N), I ensemble des par-
ties de N. Tl utilise 227 pour le cardi-
nal de P(P(N)), etc.

L'autre type de nombres infinis de
Cantor, les ordinaux, sert a mesurer
la taille des ensembles lorsque leurs
éléments sont ordonnés selon un bon
ordre (un ordre tel que toute partie de
I'ensemble possede un plus petit élé-
ment). Au-dela des ordinaux finis,
qu'on assimile aux nombres entiers, il
y aw,le premier ordinal transfini, puis
w+1, w+2, etc., qu'on obtient en ajou-
tant des unités une a une a w. Plus
loin encore, on trouve 2w, 2w+1,... puis
W2, W, etc.

Cantor découvre alors un probleme
qui finalement se révélera d'une diffi-
culté qu'aujourd'hui encore nous
n'avons pas totalement maitrisée : 'hy-
pothese du continu.

Le cardinal de I'ensemble des
nombres réels R, ce qu'on appelle le
continu et qui est mesuré par 200 est
strictement plus grand que le cardl-
nal des entiers (appelé infini dénom-
brable et mesuré, nousl'avons dit, par
0,). Mais y a-t-il un autre cardinal
entre les deux ? L'hypothese du
continu est l'affirmation qu'entre ces
deux tailles d'ensembles infinis, [ , et
250 il n'y en a pas d'autres. Comme
Cantor désigne par [, le plus petit
des cardinaux plus grands que O,

I'hypothese du contmu est simplement
l'affirmation 270 = O0,. (L'hypothese
generahsee du contmu est l'affirma-
tion que 28s = d.,, pour tout s.)

Deux situations sont envisageables :
soit (1) il n'y a pas d'autres tailles infi-
nies entre N et R, ce qui est équiva-
lent a dire que «tout sous-ensemble
infini de R peut étre mis en bijection
avec N ou avec R» (c'est 1a un énoncé
simple et, en apparence, trés concret) ;
soit (b) il y en a d'autres et alors il fau-
drait savoir combien et comment on
les obtient. Nul ne peut prétendre
disposer d'une idée claire des nombres
réels s'il n'a une réponse précise au pro-
bleme de I'hypothese du continu. Can-
tor s'épuisera a le résoudre et n’y
réussira pas, bien qu’il ait parfois pensé,
a tort, avoir résolu la question.

L'indécidabilité
ne résout rien

Plus tard, la théorie des ensembles for-
malisée, deux résultats importants
furent démontrés concernant 1'hypo-
these du continu. En 1938, le mathé-
maticien autrichien Kurt Gdel prouva
que, si la théorie habituelle des
ensembles est consistante (ne conduit
pas a une contradiction) alors laméme
théorie complétée par 1'axiome qui
affirme que I'hypothese du continu est
vraie ne conduit pas plus a une contra-
diction. Admettre I'hypothese du
continu n'est donc pas susceptible de
faire s'effondrer la théorie usuelle des
ensembles. En 1963, Paul Cohen ira
plus loin : si la théorie des ensembles
est consistante, alors la méme théorie
complétée en ajoutant I'affirmation que
I'hypothése du continu est fausse est,
elle aussi, sans contradiction.

Ces deux résultats regroupés per-
mettent de dire que celui qui admet
la théorie usuelle des ensembles peut,
sans risque supplémentaire de contra-
diction, prendre I'hypothese du continu
ou prendre sa négation. La théorie
des ensembles laisse le choix aux
mathématiciens de considérer 1'hy-
pothése du continu comme vraie ou
comme fausse.

Cette indécidabilité de I'hypothese
du continu n'est pas un paradoxe : la
théorie ne se contredit pas, au contraire
elle ne dit rien. Toutefois cette sous-
détermination estlogiquement tres insa-
tisfaisante et profondément troublante.

En effet, considérons le monde
des nombres entiers : il n'est pas arbi-
traire, ce n'est pas nous qui décidons
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si un nombre est pair ou impair, pre-
mier ou composé, etc. Pourquoi donc
le monde des nombres réels serait-il
arbitraire, et nous permettrait de déci-
der en fonction de nos gotits qu'il existe
de partie infinie de R impossible a
mettre en bijection avec N ou R, ou
qu'au contraire il n'en existe pas?
Comme le pensait Cantor lui-méme,
ainsi que Godel, I'hypothese du continu
doit étre vraie ou fausse, etla théorie des
ensembles doit nous permettre de le
savoir, a moins qu'elle ne soit qu'une
illusion, ce qui signifierait que la com-
préhension qu'elle nous donne de I'in-
fini actuel est factice. La situation créée
par les résultats de Godel et de Cohen
sur I'hypothése du continu est logique-
ment insatisfaisante, mais c'est toute la
signification dela théorie de1'infini actuel
proposée par Cantor qui est en cause,
et, finalement, c'est 'idée méme d'une
théorie de l'infini actuel qui se joue.

Voies pour aller plus loin

L'indécidabilité de I'hypothese du
continu ne regle donc pas la question
del'infini, mais au contraire 1'exacerbe :
si vraiment la théorie des ensembles
fournit une compréhension de l'infini
actuel etn'est pas qu'un jeu gratuit entre
symboles mathématiques, sans contre-
partie dans le monde réel, il doit étre
possible d'avancer encore.

Une premiere voie consiste a
remettre en cause la théorie usuelle des
ensembles. Cette théorie, notée ZF
(en1honneur des deux mathématiciens
E. Zermelo et A. Fraenkel qui la défi-
nirent au début du Xx¢ siécle), peut étre
jugée insatisfaisante pour diverses rai-
sons. En particulier, parce qu'elle
engendre des situations contraires a
l'intuition concernant I'existence d'ob-
jets mathématiques qu'on ne peut pas
construire (voir la figure 7). Diverses
éventualités, théorie des types, théo-
rie constructiviste des ensembles, théo-
rie des ensembles avec ensemble
universel, etc., ont été proposées sans
toutefois retenir vraiment l'attention
des mathématiciens, qui restent atta-
chés ala simplicité de Zermelo-Fraen-
kel et ne semblent pas trouver tres
grave la situation créée par 'hypothese
du continu. Il est vrai que ces théories
alternatives obligent a réévaluer tout
le travail mathématique déja fait, alors
qu'aucune véritable contradiction n'est
apparue. Seule une insatisfaction phi-
losophique pousse certains a vouloir
abandonner Zermelo-Fraenkel.
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PARADOXE DE L'AUTOREFERENCE ET DE L'INFINI

Chacun connait le paradoxe du menteur. Un personnage dit «je mens». S'il
dit vrai, alors il ment, donc il ne dit pas vrai : c'est absurde. S'il ment, alors ce
qu'il dit est vrai, et donc il ne ment pas : c'est absurde. On résout ce
paradoxe en disant qu'il faut s'interdire les phrases autoréférentes. Les
choses ne sont peut-étre pas si simples, car on s'est apercu récemment que
I'introduction de l'infini permet d'éviter I'autoréférence tout en maintenant une
situation paradoxale.

Soit une infinité de personnes placées en rang : s(0), s(1), ...., s(n), ...
Chacune dit : «Au moins une personne derriere moi ment.»

Qui dit vrai ? Qui ment ?

D'apres le sens des phrases prononcées :

« derriere toute personne qui dit vrai, il y @ au moins une personne qui ment ;
* si une personne ment, alors toutes les personnes derriére elle disent vrai.
Si on désigne par M les personnes qui mentent et par H celles qui sont
honnétes et ne mentent pas, les deux régles précédentes se traduisent :

* derriére tout H, il y a au moins un M ;

* derriere un M, il n'y a que des H.

Il est impossible de concevoir une suite de M et de H qui vérifie ces deux
regles (car tout M doit étre suivi uniguement de H, ce qui ne se peut pas,
puisque tout H doit étre suivi d'au moins un M). Comme dans le cas du
menteur, mais cette fois a cause de l'infinité des personnes, la situation est
paradoxale. Ces paradoxes, dits sémantiques, sont encore examinés par les
logiciens, et aucune solution totalement satisfaisante ne semble avoir été

trouvée.

La seconde voie consiste a admette
que Zermelo-Fraenkel est satisfaisante,
c'est-a-dire qu'elle n’énonce que des
choses acceptables pour les ensembles,
mais qu'elle est incomplete. Certains
axiomes manqueraient, et le travail du
logicien et du mathématicien serait de
les rechercher pour les ajouter. Ces
axiomes découverts (ou au moins cer-
tains d'entre eux), I'hypothese du
continu ou sa négation deviendrait
prouvable.

La seconde voie n'est pas du tout
absurde et, en insistant sur 1'incom-
plétude actuelle de la théorie des
ensembles, on ne fait que prendre au
sérieux les théoremes généraux d'in-
complétude démontrés par Kurt Godel
en 1931, dont l'indécidabilité de I'hy-
pothese du continu ne serait qu'une
manifestation en théorie des ensembles.
Cette seconde voie conduit au pro-
gramme de recherche de trouver de
nouveaux axiomes a ajouter a la théo-
rie des ensembles, programme que Kurt
Godel lui-méme a défendu.

Les grands cardinaux

Les travaux faits en logique mathéma-
tique sur ce que I'on dénomme les
grands cardinaux constituent le
domaine de recherche d'otx pourrait pro-
venir la solution de 1'énigme de I'hy-
pothese du continu (une partie infinie

de R est-elle toujours en bijection avec
N ou R?), tout en étant le domaine ot
les mathématiciens rencontrent de nou-
veaux infinis actuels dont la taille ver-
tigineuse aurait fait tourner la téte a
Cantor lui-méme.

Les axiomes de grands cardinaux
sont des affirmations portant sur des
ensembles monstrueusement grands.
Délicats a définir, ils procedent de prin-
cipes analogues a celui qui consiste a
affirmer que non seulement N, P(N),
P(P(N)), ... sont des infinis actuels 1égi-
times, mais qu'il y en a de plus grands
encore, dont certains qui contiennent
alafois N, P(N), P(P(N)), ....

Les axiomes de grands cardinaux
sont vis-a-vis de la théorie Zermelo-
Fraenkel comme l'est I'hypothese du
continu : on peut choisir, sans risquer
d'introduire de contradiction, de les
ajouter ou d'ajouter leur négation (en
fait, les ajouter pourrait, en théorie, intro-
duire une contradiction, mais personne
en pratique n’en trouve jamais. Toute-
fois, contrairement a ce qui se passe pour
I'hypothese du continu, il estnaturel de
les tenir pour vrais. En effet, adopter
leur négation serait limiter la taille des
ensembles possibles, ce qui n'est pas
naturel. De plus, cette méme négation
contredit un principe d'ouverture et
de tolérance qui suggere d'accepter tous
les objets qui n'introduisent pas d'in-
cohérence. On dit que les axiomes des





