si un nombre est pair ou impair, pre-
mier ou composé, etc. Pourquoi donc
le monde des nombres réels serait-il
arbitraire, et nous permettrait de déci-
der en fonction de nos gotts qu'il existe
de partie infinie de R impossible a
mettre en bijection avec N ou R, ou
qu'au contraire il n'en existe pas?
Comme le pensait Cantor lui-méme,
ainsi que Godel, I'hypothese du continu
doit étre vraie ou fausse, et la théorie des
ensembles doit nous permettre de le
savoir, a moins qu'elle ne soit qu'une
illusion, ce qui signifierait que la com-
préhension qu'elle nous donne de 1'in-
fini actuel est factice. La situation créée
par les résultats de Godel et de Cohen
sur I'hypothése du continu est logique-
ment insatisfaisante, mais c'est toute la
signification dela théorie del'infini actuel
proposée par Cantor qui est en cause,
et, finalement, c'est I'idée méme d'une
théorie de l'infini actuel qui se joue.

Voies pour aller plus loin

L'indécidabilité de I'hypothese du
continu ne regle donc pas la question
del'infini, mais au contraire 1'exacerbe :
si vraiment la théorie des ensembles
fournit une compréhension de l'infini
actuel etn'est pas qu'un jeu gratuit entre
symboles mathématiques, sans contre-
partie dans le monde réel, il doit étre
possible d'avancer encore.

Une premiere voie consiste a
remettre en cause la théorie usuelle des
ensembles. Cette théorie, notée ZF
(en1honneur des deux mathématiciens
E. Zermelo et A. Fraenkel qui la défi-
nirent au début du Xx¢ siécle), peut étre
jugée insatisfaisante pour diverses rai-
sons. En particulier, parce qu'elle
engendre des situations contraires a
l'intuition concernant I'existence d'ob-
jets mathématiques qu'on ne peut pas
construire (voir la figure 7). Diverses
éventualités, théorie des types, théo-
rie constructiviste des ensembles, théo-
rie des ensembles avec ensemble
universel, etc., ont été proposées sans
toutefois retenir vraiment l'attention
des mathématiciens, qui restent atta-
chés ala simplicité de Zermelo-Fraen-
kel et ne semblent pas trouver tres
grave la situation créée par 'hypothese
du continu. Il est vrai que ces théories
alternatives obligent a réévaluer tout
le travail mathématique déja fait, alors
qu'aucune véritable contradiction n'est
apparue. Seule une insatisfaction phi-
losophique pousse certains & vouloir
abandonner Zermelo-Fraenkel.
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PARADOXE DE L'AUTOREFERENCE ET DE L'INFINI

Chacun connait le paradoxe du menteur. Un personnage dit «je mens». S'il
dit vrai, alors il ment, donc il ne dit pas vrai : c'est absurde. S'il ment, alors ce
qu'il dit est vrai, et donc il ne ment pas : c'est absurde. On résout ce
paradoxe en disant qu'il faut s'interdire les phrases autoréférentes. Les
choses ne sont peut-étre pas si simples, car on s'est apercu récemment que
I'introduction de l'infini permet d'éviter I'autoréférence tout en maintenant une
situation paradoxale.

Soit une infinité de personnes placées en rang : s(0), s(1), ...., s(n), ...
Chacune dit : «Au moins une personne derriere moi ment.»

Qui dit vrai ? Qui ment ?

D'apres le sens des phrases prononcées :

* derriére toute personne qui dit vrai, il y @ au moins une personne qui ment ;
* si une personne ment, alors toutes les personnes derriére elle disent vrai.
Si on désigne par M les personnes qui mentent et par H celles qui sont
honnétes et ne mentent pas, les deux régles précédentes se traduisent :

* derriére tout H, il y a au moins un M ;

* derriere un M, il n'y a que des H.

Il est impossible de concevoir une suite de M et de H qui vérifie ces deux
regles (car tout M doit étre suivi uniguement de H, ce qui ne se peut pas,
puisque tout H doit étre suivi d'au moins un M). Comme dans le cas du
menteur, mais cette fois a cause de l'infinité des personnes, la situation est
paradoxale. Ces paradoxes, dits sémantiques, sont encore examinés par les
logiciens, et aucune solution totalement satisfaisante ne semble avoir été

trouvée.

La seconde voie consiste a admette
que Zermelo-Fraenkel est satisfaisante,
c'est-a-dire qu'elle n’énonce que des
choses acceptables pour les ensembles,
mais qu'elle est incomplete. Certains
axiomes manqueraient, et le travail du
logicien et du mathématicien serait de
les rechercher pour les ajouter. Ces
axiomes découverts (ou au moins cer-
tains d'entre eux), I'hypothese du
continu ou sa négation deviendrait
prouvable.

La seconde voie n'est pas du tout
absurde et, en insistant sur 1'incom-
plétude actuelle de la théorie des
ensembles, on ne fait que prendre au
sérieux les théoremes généraux d'in-
complétude démontrés par Kurt Godel
en 1931, dont l'indécidabilité de I'hy-
pothése du continu ne serait qu'une
manifestation en théorie des ensembles.
Cette seconde voie conduit au pro-
gramme de recherche de trouver de
nouveaux axiomes a ajouter a la théo-
rie des ensembles, programme que Kurt
Godel lui-méme a défendu.

Les grands cardinaux

Les travaux faits en logique mathéma-
tique sur ce que I'on dénomme les
grands cardinaux constituent le
domaine de recherche d'ott pourrait pro-
venir la solution de I'énigme de 1'hy-
pothese du continu (une partie infinie

de R est-elle toujours en bijection avec
N ou R?), tout en étant le domaine ot
les mathématiciens rencontrent de nou-
veaux infinis actuels dont la taille ver-
tigineuse aurait fait tourner la téte a
Cantor lui-méme.

Les axiomes de grands cardinaux
sont des affirmations portant sur des
ensembles monstrueusement grands.
Délicats a définir, ils procedent de prin-
cipes analogues a celui qui consiste a
affirmer que non seulement N, P(N),
P(P(N)), ... sont des infinis actuels 1égi-
times, mais qu'il y en a de plus grands
encore, dont certains qui contiennent
alafois N, P(N), P(P(N)), ....

Les axiomes de grands cardinaux
sont vis-a-vis de la théorie Zermelo-
Fraenkel comme I'est I'hypothese du
continu : on peut choisir, sans risquer
d'introduire de contradiction, de les
ajouter ou d'ajouter leur négation (en
fait, les ajouter pourrait, en théorie, intro-
duire une contradiction, mais personne
en pratique n’en trouve jamais. Toute-
fois, contrairement a ce qui se passe pour
I'hypothese du continu, il est naturel de
les tenir pour vrais. En effet, adopter
leur négation serait limiter la taille des
ensembles possibles, ce qui n'est pas
naturel. De plus, cette méme négation
contredit un principe d'ouverture et
de tolérance qui suggere d'accepter tous
les objets qui n'introduisent pas d'in-
cohérence. On dit que les axiomes des



grands cardinaux sont vrais a priori. Une
autre raison conduit a accepter les
axiomes des grands cardinaux. D'une
fagon qui a étonné les mathématiciens,
ces axiomes de grands cardinaux se clas-
sent linéairement les uns par rapport
aux autres comme s'ils désignaient véri-
tablement une hiérarchie d'infinis (au-
dela de celle mise en lumiére par Cantor
et la complétant). S'ils n'étaient qu'un

jeu formel et gratuit de logiciens, rien
n'expliquerait qu'ils s'ordonnent ainsi
les uns relativement aux autres. Pour
les logiciens K. Kanamori et M. Magi-
dor, «cetaspect hiérarchique de la théo-
rie des grands cardinaux est quelque
peu mystérieux, mais c’est aussi un
argument fort en faveur de I'adoption
des axiomes de grands cardinaux et
du fait qu'ils fournissent les exten-

UN AXIOME DEFINISSANT UN GRAND CARDINAL
Une surjection de A vers B est une application F qui atteint tout point de B :
pour tout élément B dans I'ensemble B, il existe un élément a de I'ensemble
Atel que F (a) = B.

S'il existe une surjection de I'ensemble A vers I'ensemble B, on dit que A est
plus gros que B. Si, de plus, il n'existe pas de surjection de B vers A, on dit
que A est strictement plus gros que B.

Cantor a montré que l'ensemble P(A) des parties d'un ensemble A est
toujours strictement plus gros que I'ensemble A. Il en résulte qu'il existe une
infinité d'ensembles de plus en plus gros, N, P(N), P(P(N)), et,
accessoirement, qu'il n'existe pas d'ensemble de tous les ensembles.

P(P(N))

000

ENSEMBLE
DES ENTIERS

ENSEMBLE

DES SOUS-ENSEMBLESDEN  ENSEMBLE DES SOUS-ENSEMBLES

DE SOUS-ENSEMBLES DE N

Voici un exemple d'axiome de grands cardinaux : il existe un ensemble non
dénombrable A tel que, si A est strictement plus gros que B, alors A est aussi
strictement plus gros que l'ensemble P(B) des parties de B, plus gros que
I'ensemble P(P(B)) des parties de P(B), etc. et plus généralement, plus gros
gue tout ensemble définissable a partir de I'ensemble B. Le cardinal de A est
un grand cardinal. Cependant ces axiomes sont, dans la grande majorité des
cas, des indécidables de Godel : avec les axiomes habituels de la théorie
des ensembles, on ne peut prouver ni qu'ils sont vrais, ni qu'ils sont faux. Il
faut donc les accepter tels quels, sans que l'on puisse espérer les démontrer
a partir des axiomes de la théorie des ensembles. Ils sont pourtant utiles.

sions naturelles de Zermelo-Fraenkel».

La possibilité de trouver des liens
entre les axiomes de grands cardinaux
et I'hypothese du continu est réelle, et
des résultats partiels ont déja été obte-
nus: certaines parties infinies de R dont
on ne sait pas montrer dans Zermelo-
Fraenkel qu'elles peuvent étre mises en
bijection avecN ou R, peuvent étre mises
en bijection avec N ou R grace aux
axiomes de grands cardinaux.

La théorie que Cantor a créée sem-
blerait donc tenir debout et, mieux
que cela, progresser par ajouts de nou-
veaux axiomes naturels. L'infini actuel
n'est ni paradoxal, nilogiquement insa-
tisfaisant (comme 1'indécidabilité de
I'hypothese du continu nous a conduit
a le craindre un moment), mais au
contraire cohérent et vraisemblable.
Comme en physique, oi1 notre concep-
tion du temps et de l'espace a dii étre
revue a la lumiere de la théorie de la
relativité (laquelle, en dépit des pre-
miéres apparences, n'est nullement para-
doxale), en mathématiques la
conception de l'infini actuel force a
reconstruire notre idée des objets et a
revoir notre conception de la réalité
mathématique. A celui qui accepte cette
réforme profonde des conceptions, on
ne peut opposer aucun paradoxe. On
peut méme penser que les situations
logiquement insatisfaisantes qu'on croit
encore percevoir se dissiperont a mesure
que notre esprit acceptera pleinement
le nouvel univers conceptuel proposé
par ces mathématiques de l'infini actuel,
qu'aujourd'hui encore les mathémati-
ciens affinent et perfectionnent.
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