L'ensemble triadique de Cantor

ANDRE DELEDICQ

Les préposés au nettoyage de la planeéte Ter découvrent un ensemble de Cantor
qui remplit un segment de largeur 1, mais son complémentaire aussi. ..

PREMIER NETTOYAGE

ans les écoles de Gullicantor, une
province de Ter, I'éducation était
stricte : le plus gros travail dévolu
aux gargons était le nettoyage
des barres de cuivre que les Gullican-
toriens utilisaient comme décoration.
Les regles de nettoyage étaient
strictes : il fallait, dans I'empire de Ter,
d’abord nettoyer le tiers central de
chaque barre, puis les tiers centraux de
chaque tiers situés de part et d’autre
du tiers que I'on venait de nettoyer, et
ainsi de suite. Indéfiniment. Les mathé-
maticiennes de Ter avaient montré que
ce nettoyage de chaque barre ne prend
qu'un temps fini sil'on suppose que la
durée de nettoyage d'un segment ne
dépend que de sa longueur.
Comment savoir si toute la barre,
quel’onsuppose delongueur 1, est bien
nettoyée par ce processus, s'interro-
geaient les jeunes Gullicantoriens? A
chaque promotion de jeunes garcons,
les mathématiciennes del’empire expli-
quaient que, le tiers central étant net-
toyé (1/3), ils nettoyaient ensuite un tiers
des deux tiers restants, soit (1/3)x(2/3),
et ainsi de suite, ce qui faisait :
1/3+2/3x(1/3+2/3x(1/3+2/3x(1/3....)))
La formule traduit effectivement le
processus de nettoyage, s'extasiaient les
jeunes garcons : un tiers, plus un tiers
sur les deux tiers restants, plus encore
un tiers sur les deux tiers restants, et
ainsi de suite, soit, aprés simplification :
(142/3+4/9+8/27+ +(2/3)*+ ...)/3,
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ce qui estla série géométrique de raison
2/3 divisée par 3.

Nous savons, continuaient les gar-
cons, quelasomme:1+a+a?+...+a"..
vaut1/(1—a).Ici, aestégala2/3etla
sommeestégalea1/(1-2/3),soitexac-
tement 3. Comme cette somme est mul-
tipliée par1/3, celafait1:alafin, labarre
tout entiere serait nettoyée.

H élas, des garcons de Ter n’avaient pas
la bosse des maths, ce qui ennuyait
les autorités. Celles-ci pensaient insti-
tuer un systeme de quotas pour les
postes de mathématiciens a I'Univer-
sité. Les mathématiciennes expliquaient
le phénomene de nettoyage en tirant
parti du fait que les habitants de Ter,
leurs noms l'indique, n’ont que trois
doigts. Les Terriens comptent ainsi en
base trois et écrivent la suite des
entiers : 0, 1, 2, 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20,
21, 22... ; de méme, les nombres frac-
tionnaires, exprimés en base 3, ne com-
portent que des 0, des 1 et des 2.

Les points de labarre qui seront net-
toyés sont ceux qui, a un moment quel-
conque du découpage en trois, ont un
chiffre «1», comme onle voitsurla figure
ci-dessous. Et les nombres dont I'écri-
ture ne contient que des 0 et des 2 sont
des abscisses de points de la barre qui
resteront sales, par exemple 0,2020202,
0,200200200 et bien d’autres. Méme a
la fin du nettoyage, tous ces points ne
seront pas nettoyés : 'ensemble de ces
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QUATRIEME NETTOYAGE ...

points, que 'on dénomme une pous-
siere de Cantor, restera sale.

Pour écrire les abscisses des points
nonnettoyés, onn’abesoin que de deux
doigts, celui qui marque 0 et celui qui
marque 2, remarqua lamathématicienne.
Imaginons maintenant, continua-t-elle,
que, comme les habitants de la pla-
nete Bis, nous n’ayons que deux doigts
et que nous ne puissions calculer qu’en
base deux. En comptant sur nos doigts
nous pourrions encore écrire les abs-
cisses des nombres du segment. Quand
j écris unnombre avec deux doigts, pour-
suivit-elle, nous pouvons reconnaitre
I’abscisse d"un point ou d"un autre selon
lamaniére dont on interpreteI'écriture:
—sinous pensons qu'il s’agit d une écri-
ture des Bissiens, en base 2, nous obte-
nons tous les points du segment,

— si nous pensons que c’est une écri-
ture de Terriens, en base 3, nous obte-
nons tous les points non nettoyés.

L'ensemble de ces points non net-
toyés est donc en bijection avec I'en-
semble des points du segment : il
semblerait queI’onn’ait rien nettoyé du
tout! Quel travail, s’exclamerent en
chceur les jeunes gargons, et nous ne
savons méme pas si on a nettoyé tout
le segment ou si il est encore entierement
non nettoyé...
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L'Infint, pierre de touche
du constructivisme

ALLAN CALDER

Selon les mathématiciens constructivistes, un objet mathématique n'existe
que si on peut le construire. Cette définition de l'existence mathématique
oppose, depuis plus d'un siecle, constructivistes et formalistes.

La plus haute perfection de Dieu est la
possibilité de créer un ensemble infini, et
son immense bonté le conduit a le créer.
Georg Cantor

i des hommes communiquaient

avec une autre forme de vie dans

I'Univers, les deux civilisations

auraient, pensent les mathéma-
ticiens réalistes, en commun une forme
élémentaire de mathématiques qu’elles
utiliseraient pour dialoguer. Depuis
I’époque de Platon, de nombreux
mathématiciens et philosophes pen-
sent que les mathématiques existent
extrinsequement, en dehors de la
connaissance que nous en avons, ce qui
leur confere une sorte de vérité abso-
lue. La tache du mathématicien consiste
a découvrir cette vérité.

Cette croyance en une mathéma-
tique «préexistante» n'est pas partagée
par tous : au XIX® siecle, le mathéma-
ticien allemand Leopold Kronecker
était persuadé que Dieu avait créé les
entiers et que «tout le reste est|'ceuvre
de 'homme». Selon ce point de vue,
le mathématicien ne découvre pas les
mathématiques, il les invente.

Mathématiques découvertes ou
mathématiques inventées, la ques-
tion n'est pas futile : selon leur option
philosophique, les mathématiciens
orientent différemment leurs travaux.
Ainsi, 'idée des mathématiques
constructives, selon laquelle I'existence

d'un objet mathématique n'est établie
que lorsqu'on a montré comment le
construire, est fondée sur la conviction
que les mathématiques sontinventées.
Les conséquences de ce choix sur des
sujets aussi importants que la validité
de démonstrations mathématiques ou
la signification de 1'existence mathé-
matique sont mises en lumieére par les
méthodes et les idées des mathéma-
tiques grecques, qui ont guidé I'évo-
lution des mathématiques pendantles
25 derniers siecles.

Pour les Grecs, les mathématiques
étaient presque réduites a la géomé-
trie, et les Eléments d'Euclide en étaient
le fleuron. Les méthodes déductives
del'école éléatique de philosophie (Par-
ménide, Zénon, etc.), la logique aris-
totélicienne et l'idéalisme platonicien
s’y fondaient en un systeme axioma-
tique. Euclide partit d'objets non défi-
nis, tels que le point, la droite et le plan,
ainsi que d'un certain nombre
d'axiomes, c’est-a-dire d'intuitions
concernant ces objets ; il leur appli-
qua les regles de la déduction aristo-
télicienne pour obtenir de nouvelles
propositions, ou théorémes.

Bien que des objets comme le point
(quin'a pas de dimension) et la droite
(qui a une longueur, mais pas de lar-
geur) n'existent pas dans le monde réel,
nous avons généralement le sentiment
de savoir ce qu’ils sont. De surcroit, les
théoremes d'Euclide étaient confirmés
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empiriquement : a I'aide d'un papier
etd'un crayon, on vérifie, par exemple,
que deux triangles dont les cotés sont
égaux ont des angles égaux.

A I'époque moderne, les mathé-
matiques ont continué a dépendre de
la méthode axiomatique ; dans nombre
de cas, cette méthode a été appliquée
a des objets auxquels manquaient les
vertus intuitives ou «constructibles» de
la géométrie euclidienne. Pour les
constructivistes, de telles applications
ont faussé le sens des mathématiques.
C'est pourquoi un certain nombre de
propositions ont été avancées, ces
100 dernieres années, afin de renouer
avec la tradition intuitive. Nous exa-
minerons ici cette longue controverse,
dont les aspects les plus importants
apparaissent au cours de l'évolution
mathématique du concept d'infini.

Les constructions de I’infini

Les paradoxes de Zénon sur la divisi-
bilité a l'infini et la continuité échau-
derent les mathématiciens grecs qui
devinrent extrémement prudents dans
l'utilisation des infinis. L'objet fonda-
mental des mathématiques grecques
était la longueur, et Euclide, par
exemple, se référait, non pas a des
lignes sans fin, mais a des segments de
droite extensibles a des longueurs arbi-
traires. Cette notion d'infini «poten-
tiel» — on considere des lignes finies en
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