6. LA DEFINITION DES NOMBRES REELS CONSTRUCTIFS.

La question est : pourquoi ne définit-on pas les nombres constructifs a partir des
développements décimaux?

L'idée la plus naturelle pour définir un nombre réel constructif consiste a dire que c'est
un nombre réel pour lequel on connait un moyen numérique (c'est-a-dire algorithmique)
d'en calculer les décimales aussi loin qu'on le veut. Appelons un tel nombre «décimale-
ment constructif».

En voici deux exemples x ety :

x est égal a 1, défini comme le nombre dont la suite des décimales est 1,0000 ...

y est égal a 0 si tout nombre pair est somme de deux nombres premiers (conjecture
de Goldbach, non démontrée aujourd'hui) et est égal a 1/10" sinon, en prenant pour n le
plus petit entier tel que 2n ne s'écrive pas comme somme de deux nombres premiers.

Le nombre y est «décimalement constructif», car, si vous voulez connaitre ses dix pre-
mieres décimales, il suffit de vérifier que 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 16, 18, 20 s'écrivent chacun
comme somme de deux nombres premiers (cing minutes suffisent pour s’en assurer.
Donc x est inférieur & 1/10%0 et s’écrit 0,0000000000... : on connait avec certitude les dix
premiers chiffres décimaux de y.

Considérons maintenant z = x —y. Puis-je connaitre ses 10 premieres décimales? Non.
Sans savoir si la conjecture de Goldbach est vraie ou fausse, on ne peut méme pas
connaitre la premiere décimale de z. En effet, si la conjecture de Goldbach est vraie, alors
z=1, alors que, si elle est fausse, z=0,99999...99990000..., les 9 se prolongeant jusqu'au
chiffre n correspondant a un contre-exemple, 2n, de la conjecture.

Cela montre que la différence de deux nombres «décimalement constructifs» n'est
pas nécessairement un nombre «décimalement constructif». C'est pourquoi on adopte,
pour définir les nombres constructifs, une méthode ne se référant pas aux chiffres déci-
maux. Cette définition consiste a dire que x est un nombre réel constructif si 'on connait
un moyen numérique de I'approcher d'aussi pres qu'on le veut par des nombres ration-
nels. Avec cette définition, les nombres x et y proposés ci-dessus sont des nombres réels
constructifs, ainsi que z = x — y (en Vvérifiant la conjecture de Goldbach jusqu'a 20, on en
déduit que 0 < 1 -z < 1/10%9). Plus généralement, avec la définition adoptée, la somme de
deux nombres constructifs I'est, ainsi que leur différence ou leur produit, etc.

Il est amusant de noter qu’Alan Turing, dans son article fondateur de I'informatique
théorique de 1936, introduisait la notion de nombre réel calculable en se référant aux déci-
males (comme nous I'avions fait pour les nombres «décimalement constructifs»). Quelques
mois apres, prenant conscience de ce que sa notion était malcommode (la différence de
deux nombres calculables ne I'est pas nécessairement), il suggérait une modification de

sa définition.

étaient inquiets de voir leur discipline
perdre son sens véritable ; la seule
maniere de garder le bateau a flots
leur parut étre d'accepter certaines
notions idéales. Citons encore Hil-
bert : «A coté de I'immense essor
des mathématiques modernes, quel
sens auraient ces pitoyables vestiges,
maigres résultats isolés, incomplets
et sans lien, obtenus par les intui-
tionnistes?» Le formalisme de Hilbert
offrait a beaucoup un compromis atti-
rant. Si I'on pouvait montrer que les
mathématiques ne contenaient
aucune contradiction, on serait stir
que, si deux personnes (ou la méme
en deux occasions différentes)
jouaient aux mathématiques, elles
n'aboutiraient pas a deux réponses
exactes opposées.

En 1931, Kurt Godel montra que le
programme formaliste de Hilbert était

voué a l'échec. Il prouva qu'aucune
métamathématique ne permet de
démontrer qu'un systeme formel
d'axiomes est cohérent si ce systeme est
suffisamment riche pour inclure une
arithmétique élémentaire ; dans le
meilleur des cas, on peut déterminer
quand le systeme est incohérent. Entre-
temps, la théorie des ensembles et le for-
malisme s’étaient tant imposés en
mathématiques qu'il n'était plus ques-
tion de les rejeter sous prétexte que la
quéte fondamentale du formalisme était
une cause perdue.

Aussi le formalisme est-il devenu
I'un des moteurs de la pensée mathé-
matique, et]'intuitionnisme, une curio-
sité mathématique désuete. Les
mathématiciens optent pour1'élégance
des démonstrations d'existence pure
(méme quand ils ont a leur disposition
des démonstrations constructives des

mémes résultats), et le bien-fondé de
telles mathématiques est rarement remis
en cause. Quelques querelles subsistent
au sujet de la théorie des ensembles
(notamment 1'emploi de I'axiome du
choix, dont il sera question plus loin),
mais la controverse sur les méthodes de
la théorie ensembliste de Cantor et
Hilbert est terminée.

Le constructivisme revisité

Le mathématicien Eric Bishop, en
publiant en 1967 son livre, Les fonde-
ments des mathématiques constructives,
raviva l'intérét pour les mathéma-
tiques constructives. Contrairement a
ses prédécesseurs, Bishop s'était appli-
qué a montrer que les résultats obte-
nus par des méthodes constructives
peuvent étre aussi élégants et puis-
sants que ceux qui sont obtenus par
des méthodes formalistes. Alors que
Brouwer voulait construire les certi-
tudes en mathématiques en partant
d'un systeme d'axiomes intuitifs pour
l'arithmétique et travailler en remon-
tant, Bishop aborde la «constructivi-
sation» des mathématiques selon une
optique toute différente. Son but n'est
pas de refonder les mathématiques,
mais de les pratiquer de facgon
constructive ; ainsi son point de départ
est1'ensemble des nombres rationnels,
muni des opérations classiques, et il
progresse de fagon «réaliste» a partir
de la. Selon Bishop, on peut atteindre
la certitude en mathématique en reje-
tant toute notion «idéaliste» et en véri-
fiant en permanence que les objets
ou théorémes obtenus conservent un
sens intuitif. Un grand nombre de
résultats importants peuvent étre obte-
nus par cette méthode directe.

Dans les mathématiques construc-
tives de Bishop, la définition des
nombres réels ou celle des fonctions
doivent étre repensées radicalement.
Comme dans les mathématiques non
constructives, un nombre réel est défini
s'il peut étre approché par des nombres
rationnels arbitrairement proches. D'un
point de vue constructif, on doit, pour
que la définition de notre nombre réel
soit considérée comme valide, donner
un moyen effectif (fini) pour 'appro-
cher par des nombres rationnels a n'im-
porte quel degré de précision voulu.
Autrement dit, il doit étre possible,
apres un nombre fini d'étapes, d'obte-
nir un nombre rationnel qui approche
le nombre réel en question avec la
précision demandée. Celan'est pas tou-
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