La théorie des ensembles

‘est principalement Georg Cantor (ci-contre) qui a eu I'idée
d’introduire en mathématiques la notion d’ensemble quel-
conque d’objets absolument quelconques et de démontrer des
résultats généraux sur ces d’ensembles. La conception ensem-
bliste stipule que tous les objets et toutes les notions des
mathématiques peuvent étre exposés en termes d’ensembles, de
sorte que la «théorie des ensembles» devient la théorie sur laquelle
se fondent toutes les mathématiques.
Les raisonnements sur les ensembles que I'on fait naturellement en
partant de I'intuition de ce qu’est une collection et de ce qu’est, pour un objet, que d'ap-
partenir a une telle collection, conduisent a des paradoxes (antinomie de Russell, paradoxe
de Cantor, etc.). Les mathématiciens du début du xx® siecle ont alors été conduits a for-
maliser la théorie des ensembles, a la présenter comme une théorie logique abstraite gou-
vernant I'emploi de la relation d’appartenance notée [J, symbole qui, désormais, n'a plus
un sens intuitif, mais qui est soumis a des regles d’emploi consignées dans des axiomes.
La théorie formelle ainsi obtenue, et qui constitue la référence implicite des mathématiques
depuis pres d’'un siecle, est la théorie zFC (Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix).

Dans cette théorie, on définit la notion d’ensemble infini et d’ensemble fini comme
Cantor en avait déja eu l'idée : est infini un ensemble qui peut étre mis en bijection avec
une partie de lui différente de lui (ainsi, I'ensemble N des entiers naturels est mis en cor-
respondance bijective avec I'ensemble P des nombres pairs par I'application n — 2n) ; est
fini un ensemble qui n’est pas infini. A tout ensemble, méme infini, est associé un «cardi-
nal», qui «compte» le nombre de ses éléments : ainsi N a «aleph 0» éléments, comme
{0,1} en a deux. Une application f: E - F, de source I'ensemble E et de but 'ensemble F,
est définie comme un triplet (E, G, F) ou G [ E x F est constitué de couples du type (X, y)
avec x J E ety OF, le graphe G ayant été choisi tel qu'a tout x [J E peut étre associé un
unique y O F tel que (x, y) OG (le y en question s’appelle alors image de x). Si E est infini,

le graphe G est alors, lui aussi, infini.

La reconquéte de I’'indéfini

Cette situation laissait soupgonner que
I'on aurait pu employer le forma-
lisme issu de la théorie des ensembles
et les formalismes associés pour justi-
fier le mieux possible le discours des
pionniers, plutdt que pour le disqua-
lifier, comme le fait dans une certaine
mesure la conception ensembliste
que nous venons d’évoquer. Or, dans
les années 1960, une telle réhabilitation
a été proposée par le mathématicien
américain Abraham Robinson, spé-
cialiste de la branche alors triomphante
de la logique mathématique nommée
théorie des modeles.

La réinterprétation de Robinson du
calcul et du discours des pionniers
esten substance la suivante : elle sauve
I'idée d’infiniment petit, en deman-
dant aux mathématiciens de penser
qu’il y a plus de nombres réels qu’ils
ne le croyaient. Ou plutot, les réels
connus sont plongés dans un systeme
plus vaste, qu’on peut nommer sys-
teme des «hyperréels», et contenant
des éléments strictement positifs plus
petits que tout élément strictement
positif du systeme de base, qu’on
dénommera désormais systeme des

réels standard. Toute la subtilité de
I'opération réside alors dans ceci que
le nouveau systeme de nombres est
une «extension élémentaire» du pre-
mier, c’est-a-dire qu'il en est jusqu’a
un certain point un double, un élar-
gissement non essentiel.

En d’autres termes, les nouveaux
objets ne peuvent étre caractérisés en
fonction des réels standard et des
moyens discursifs qui les accompagnent.
Ils sont des entités supplémentaires,
indéterminées, simplement choisies
de fagon a procurer, a toute une classe
de relations définies sur le systeme de
base, des objets-limite dominant tous les
objets standard suivant ces relations.
Pour donner un exemple, disons que
larelation <ala propriété suivante : pour
tout ensemble fini {x,,..,x,.., x,} de réels
standard, on peut trouver un réel stan-
dard y majorant chacun des x,. Le pro-
cessus d’élargissement de Robinson
nous garantit alors dans le systéme *R
deshyperréels!’existence d'un ptel que
x < W pour tout x standard, c’est-a-dire
d’un p «infiniment grand».

Pour construire les hyperréels,
Robinson se fonde sur I’axiome du
choix. Cet axiome — introduit explici-
tement par Zermelo en 1908 — pose,

pour le résumer de maniére commode,
qu’«il existe» une fonction choisis-
sant exactement un élément dans tout
ensemble d’une famille infinie d’en-
sembles non vides donnés. Autrement
dit, siI’on considere une famille d’en-
sembles non vides (X;) — i variant
dans I’'ensemble I des indices —, il y a
une fonction qui «prend» exactement
un élément dans chaque ensemble X,
qui a chaque indice i de I’ensemble d'in-
dices I associe un élément choisi
dans X,. Toutefois, le «choix» ainsi
exprimé par la fonction censée exister
n’est ni déterminé ni déterminable au-
dela del’axiome qui pose son existence.
On ne peut pas décrire cette fonction
autrement que par la sélection qu’elle
opere, on ne peut pas I'exprimer par
rapport aux objets déja connus de la
situation ot elle intervient.
Néanmoins, la simple existence de
la fonction est intéressante pour le
mathématicien : elle lui garantit que cer-
taines constructions ensemblistes sont
possibles, que certains objets commodes
peuvent étre admis. Par exemple, elle
permet I'introduction d’une base a
laquelle rapporter tous les vecteurs de
n’importe quel espace vectoriel.
Malgré les services rendus par cet
axiome, plusieurs mathématiciensl’ont
contesté au début du XX® siecle. Ils
estimaient que I’axiome de choix affir-
mait une existence trop idéale et trop
peu contrdlée. Robinson justifie a pos-
teriori cet axiome en montrant que le
caractere peu controlé et indéterminé
des objets introduits par 1’axiome du
choix peut étre intéressant en lui-méme.
L’axiome du choix amene la mathé-
matique a jouer avec des objets dont
elle n’a pas suivi le protocole de créa-
tion, des objets qui s’ajoutent a son pay-
sage, qui lui sont uniquement raccordés
par une propriété miraculeuse. Les infi-
niment petits de Robinson sont juste-
ment de tels objets : leur statut se définit
en termes de I'infinité des objets stan-
dard, mais ils sont pour le reste indé-
terminés. Robinson justifie le discours
des pionniers en donnant un crédit
ensembliste irréfutable aux infiniment
petits (et, du coup, aux infiniment
grands), mais en ajoutant a la figure de
I'infini de totalité celle d"un infini-indé-
fini, d’un infiniment indéfini en
quelque sorte (ou plutét, cette figure,
il ne I'ajoute pas, il la met en relief).
C’estd’ailleurs en termes de cette figure
que ’équation imparfaite est aussi
interprétée : on écrira avec Robinson
dy/dx = 2x, le signe ~ exprimant que
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