DONNEZ-MOI UN
NOMBRE ENTRE
Un ET Dix

‘art de bien raisonner et l'art de

reconnaitre les raisonnements fau-

tifs sont deux facettes d’'une méme

médaille : pour raisonner juste, il
faut savoir identifier les erreurs et inver-
sement. Certaines démonstrations erro-
nées sont des piéges ou on se laisse
entrainer, & moins d’étre particulierement
attentif ou averti.

Dans la rubrique du mois dernier, nous
avons examiné des erreurs mathéma-
tigues commises par les meilleurs savants
et montré que les mathématiciens, plus
peut-étre que les autres hommes de
sciences, commettent d’énormes bour-
des, aux conséquences ennuyeuses
ou bénéfiques. L'abstraction, la variété,
la complication et la longueur des argu-
mentations mathématiques sont I'expli-
cation la plus simple de ce phénoméne
attesté par les volumineux errata des
manuels de mathématiques.

Ce mois-ci, nous allons examiner une
série de raisonnements pieges condui-
sant, par des cheminements d’une rigueur
en apparence irréprochable, a d’évidentes
absurdités. Les exemples que nous cite-
rons ne proviennent pas d’études histo-
riques, mais sont des pieges congus dans
des buts didactiques ou tout simplement
des erreurs commises par des éleves.

SOPHISMES ANTIQUES

L’étude des raisonnements fautifs est
antique : Aristote, dans son traité des
Réfutations des arguments sophistiques
congut, le premier, I'art d’identifier et de
démontrer les arguments erronés que
les philosophes sophistes professaient
pour ridiculiser leurs adversaires. Voici
un exemple des raisonnements qu’ana-
lyse Aristote :

Est-ce que le malade qui est guéri se
trouve en bonne santé? Oui? Donc le
malade est en bonne santé!

Qu’est-ce qui cloche?

Solution : Aristote explique que I'absur-
dité vient d’'une ambiguité dans le sens

Le jeu des erreurs
seduisantes

JEAN-PAUL DELAHAYE

De méme qu’il y a de belles escroqueries, il y a
aussi de magnifiques erreurs mathématiques : la
beauté réside dans Papparente vérité du faux.

d’'un mot. Le mot malade signifie, selon
les contextes, personne qui est malade
en ce moment (exemple : le malade
souffre) ou personne qui a été malade
(exemple : quand le traitement a fait
son effet, le malade rentre chez lui). La
conclusion du sophisme semble para-
doxale, car on y utilise le mot malade
pour désigner une personne malade (pre-
mier sens de malade), alors que, dans
la question initiale, qui appelle un oui,
c’est le second sens qui est utilisé.

Voici d’autres exemples de sophismes

proposés par Aristote que je vous laisse
décortiquer vous-méme.
Est-ce qu'il faut décider en faveur de celui
qui dit des choses justes ou des choses
injustes ? En faveur de celui qui dit des
choses justes. Pourtant il est juste que
celui qui a subi une injustice dise d’une
maniére compléte ce dont il a souffert ;
or il a souffert de choses injustes. Il
nous faut donc décider en faveur de celui
qui dit des choses injustes.

Et encore : Si le non-étre est objet
d’opinion, le non-étre est.

La classification des erreurs propo-
sée par Aristote expose I'art de la déduc-
tion et la maniére de ridiculiser un
adversaire en 'amenant a se contredire,
ce qui est utile dans les débats politiques.
Il s’agit toutefois essentiellement de jeux
linguistiques, le plus souvent élémen-
taires. Dés qu’on entre dans le domaine
mathématique, des pieges de natures
bien différentes surgissent.

EVIDENT... MAIS FAUX

Parfois les pieges mentaux sont si
simples qu’'un petit effort permet a
chacun de se corriger. Les exemples
suivants, destinés aux enfants, sont dus
a E. Northrop.
Une horloge sonne 6 heures en
5 secondes. Combien de temps lui faut-
il pour sonner midi?

Non, laréponse n'estpas 10 secondes.
Une bouteille et son bouchon codtent

ensemble 110 F. La bouteille codte 100 F
de plus que le bouchon. Combien colte
la bouteille ?

Non, la réponse n’est pas 100 F.
Une grenouille est au fond d’un puits de
30 métres. En une heure, elle gravit
3 meétres, puis glisse de 2 métres. Com-
bien d’heures lui faut-il pour sortir?

Non, la réponse n’est pas 30 heures.
Un TGV part de Paris pour Orléans en
méme temps qu’un omnibus part d’Or-
léans pour Paris. Le TGV roule a 250 km
a I'heure, 'omnibus roule a 120 km a
I'heure. Lequel sera le plus loin de Paris
quand ils se croiseront?

Non, la réponse n’est pas le TGV.

L'exemple suivant est trés classique,
mais n’a pas piégé que des enfants :
Le pére de Toto a trois fils : Pim, Pam
et...?Non, la réponse n’est pas Poum.

RETOUR VERS LE PASSE

Dans le numéro de I'été 1997 d’Adobe
Magazine, Apple faisait la publicité pour
son ordinateur Power Mac en indiquant :
En fait, Adobe Photoshop fonctionne
50 pour cent plus rapidement avec un
Power Mac. Cela se traduit par un
gain de 50 pour cent sur le temps que
vous passez devant votre écran a
attendre que votre machine retouche
les photos, transforme les images ou
applique des filtres.

Fonctionner 50 pour cent plus rapi-
dement signifie que, pendant un temps
donné, par exemple 10 secondes, le
Power Mac traitera 50 pour cent de
segments ou de surface d’image en plus
que le modele d’ordinateur précédent. Si
ce que dit la publicité est vrai, alors se
pose le probléme suivant : avec un

1. Dans son autoportrait, Chagall, pour atti-
rer I’attention, dessine plusieurs doigts a ses
mains. L’erreur, voulue, illustre I’habileté du
peintre polydactyle. En mathématiques, les
erreurs ne sont pas destinées a attirer I’at-
tention sur les qualités du mathématicien.
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2. CLASSIFICATION DES ERREURS

out le monde commet des erreurs, et tout auteur de livre de mathématiques
Test étonné quand, malgré le soin qu’il prend a relire les épreuves, il découvre,

quelques mois apres la parution, une multitude d’imperfections dans les
exemplaires mis en vente. Les longs errata étonnent les non-mathématiciens et
ont parfois donné I'impression que les auteurs des livres de mathématiques ne
sont pas sérieux! La difficulté d’écrire un texte mathématique sans erreur pro-
vient de ce que celles-ci peuvent étre de natures tres différentes et qu’en effec-
tuant une relecture il est impossible de penser simultanément a tout. Outre les
fautes de «typo», d’orthographe et de grammaire qui sévissent en mathéma-
tiques comme partout, un document de mathématiques peut contenir une grande
variété d’erreurs de gravité variée. Par ordre, de gravité voici quelques erreurs
typiques.

— L’erreur d’inattention faite au dernier moment, qui conduit a écrire une for-
mule fausse ou un énonceé faux, car on recopie mal son brouillon (qui, lui, était
correct) : avec un peu de chance le lecteur attentif «rectifiera de lui-méme>».
Deés qu’on s’en apercoit, I'erreur peut étre corrigée.

— Plus ennuyeuse, I'erreur vraie de calcul ou de raisonnement conduit a une
affirmation fausse dont on n’utilise qu’une partie, elle, vérifieée. Par exemple, on
sait que x < 0 et 'on démontre que A = 2x, ce qu’on utilise ensuite pour conclure
que A < 0. Le calcul exact devait conduire a A = x qui, lui aussi, a pour conse-
quence que A< 0 ; l'erreur s’est effacée d’elle-méme et n’a pas laissé de trace.
Un célebre cas de deux erreurs s’annulant 'une 'autre est dd a I'astronome
anglais Edmond Halley lorsqu’il calcula 'orbite de la comete de 1682 qui porte
son nom. Sa double erreur fut notée lorsque Alexis Clairaut, Joseph Lalande et
Nicole Lepaute reprirent ses calculs en 1757 pour obtenir une plus grande preé-
cision (ce qui leur permit finalement de prédire le retour de la comete avec une
exactitude prouvant que la mécanique newtonienne «voit I'avenir» et que la loi
d’attraction universelle en 1//2 ne nécessite pas de terme correcteur).

— Plus grave est I'erreur provenant d’'un oubli qui conduit a une démonstra-
tion trouée : un cas n’a pas été traité. S’il 'avait été, on aurait pu conclure
comme dans les autres cas, et donc I'oubli est a nouveau sans gravité. Le rai-
sonnement est faux, mais se compléete sans trop de mal. Bien sdr, le mathéma-
ticien qui commet souvent cette faute risque un jour de laisser un trou qui ne se
rebouchera pas!

— Plus grave encore est I'erreur réparable, mais qui demande un effort
important pour étre effacée. C’est ce type d’erreur que commit Andrew Wiles
quand il proposa sa premiere démonstration du théoréme de Fermat en 1993
(annoncée en premiere page du New York Times du 24 juin). L'effort pour répa-
rer exigera plus d’'un an de travail et la participation de certains des collegues
de Wiles. Dans le film réalisé par Simon Singh sur cette démonstration, on voit
Wiles sur le point de pleurer a I'évocation de la pénible période d’incertitude
qu’il vécut a la recherche du contournement de son erreur.

— Une autre catégorie d’erreurs plus graves est celle qui conduit & un énoncé
irremédiablement faux, mais qu’on peut modifier un peu pour en tirer un énoncé
vrai. C’est ce type d’erreur qui fut commis par Cauchy quand il crut que toute
limite de fonctions continues est continue. Ce type d’erreur est généralement
trés instructif, car il permet d’isoler une condition oubliée qui n’allait pas de soi et
qui parfois fait découvrir un concept important.

— Le dernier cas d’erreur est bien sdr celui qui met tout définitivement par
terre, sans qu’aucune legon puisse en étre tirée.

ordinateur procurant un gain de 150 pour
cent (ce qui est largement atteint par
les machines actuelles), est-ce que vous
gagnez 150 pour cent du temps ? Auquel
cas, lorsque vous utilisez votre ordina-
teur, vous retournez dans le passé!

Ou est I'erreur du texte publicitaire ?
Solution : 1l s’agitla d’un piege classique
dans lequel tout le monde tombe un jour :
une hausse de X pour cent n’est pas
linverse d’'une baisse de X pour cent et
réciproquement. Cette erreur est a rap-
procher de celle, tout aussi courante, qui

consiste a croire qu’une hausse de Y pour
cent suivie d’'une hausse de Zpour cent
est équivalente a une hausse de
(Y + Z) pour cent.

En réalité, une hausse de Xpour cent
fait passer de A a A(1 + X/100) et donc,
pour la compenser, il faut passer de
A(1 + X/100) a A, ce qui correspond a
une multiplication par 1/(1 + X/100) et
non pas a une multiplication par
(1 — X/100). Dans notre exemple, une
hausse de 50 pour cent (qui fait passer
de 100 a 150) est compensée par une

baisse de 33,33 pour cent (qui fait pas-
ser de 150 a 100). La publicité aurait da
dire que le temps économisé était de
383,33 pour cent. Avec un ordinateur pro-
curant un gain de 150 pour cent, le gain
est 60 pour cent, et non pas un voyage
dans le temps passé.

Une erreur analogue a celle d’Apple
a été commise dans les années 1990
par France Télécom, qui utilisait un slo-
gan stupide : «Apres 18 heures, le télé-
phone est 30 pour cent moins cher, soit
30 pour cent de temps en plus.» Ce slo-
gan était pourtant moins favorable que
la réalité, car si, apres 18h, le téléphone
est 30 pour cent moins cher, alors le temps
en plus est de 42,8 pour cent (ce qui
vous codtait 100 F vous colte maintenant
70 F, et donc, si vous utilisez les 30 F
gagnés pour prolonger votre coup de télé-
phone, vous disposez d’une durée sup-
plémentaire de 30/70 de votre coup de
téléphone initial, soit 42,85 pour cent).
Reconnaissons toutefois que le slogan
juste aurait été incongru et incompré-
hensible pour la majorité des gens.

Venons-en maintenant a des erreurs
de raisonnement faites dans le cours
d’'une démonstration, si possible bréve.

EXISTENCE DANGEREUSE

Théoréme : 1 est le plus grand entier.
Démonstration. Soit A le plus grand
entier. Pour tout entier A supérieur a 1,
le carré (entier) A2 de cet entier A, est
plus grand que A, donc A n’est pas le
plus grand entier. Sauf si A est égal &
1, le carré de 1 étant égal a 1. Donc 1
est le plus grand entier.

Ou est I'erreur?

Solution : Supposer I'existence d’objets
qui n’existent pas conduit a la catas-
trophe, et c’est ce qu'illustre 'exemple.
Dans le raisonnement, nous faisons I'hy-
pothése qu’il existe un plus grand entier,
ce qui est faux. Puisque, a part cela, le
raisonnement est entierement correct
et aboutit a une contradiction, il montre
rigoureusement qu’il n’existe pas de plus
grand entier.

MAIS QU’AI-JE FAIT
D’INTERDIT?

Considérons I'équation :
(X+5)/(x—7)—5=(4x—40)/(13 — x).
Elle peut s’écrire :
[X+5-5(x—-7)/(x—7)=(4x—40)/(13—X),
ou encore :

(4x — 40)/(7 — x) = (4x — 40)/(13 — x).
Les numérateurs étant égaux, les déno-
minateurs le sont aussi : donc 7 — x est
égala 13— x, etdonc 7 = 13.

Qu est l'erreur?

Solution : Le piége est subtil. L'affirma-
tion : «les numérateurs étant égaux,
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