2. Un polygone régulier ayant un nombre pair
et élevé de cotés a une cloture opaque
constituée de plusieurs éléments (H). Quand
le nombre N de co6tés du polygone croit, la
longueur I, de cette cléture s’approche de celle
de la cloture opaque minimale d’un cercle
(1), soit un demi-cercle prolongé de deux rayons.

Plus encore, les mathématiciens ignorent
s’il existe une cléture opaque encore
plus courte. Peut-étre est-il possible de
raccourcirindéfiniment ces clétures enles
compliquant a volonté. On a prouvé I'exis-
tence d’une cléture minimale pour un
nombre donné de constituants. Onignore
encore si la longueur minimale d’'une
cléture continue a décroitre lorsque le
nombre de constituants tend vers l'infini.
Ou encore, si une cléture qui a une infi-
nité de composants peut étre plus courte
que toutes celles qui ont un nombre fini
d’éléments. Tout cela semble peu vrai-
semblable, mais personne n’a encore
prouvé que c’est impossible.

B. Kawohl a prouvé que la cléture
illustrée sur la figure 1D est la plus courte
de celles adeux éléments. Ilamontré qu’'un
composant doit relier trois des sommets
du carré et que I'autre doit contenir le
quatrieme. Le premier composant doit alors
étre 'arbre de Steiner le plus court joignant
trois sommets. La plus petite région convexe
qui contient ce morceau de cléture, c’est-
a-dire la partie protégée du terrain, est un
demi-carré limité par une diagonale. Le
second élément doit étre la plus courte
courbe qui joint ce triangle au quatriéme
sommet, soitle segment de diagonale entre
ce sommet et le centre du carré.

Vous avez convaincu votre supérieur
et vos services sont requis pour d’autres
ambassades. Comment faire pour d’autres
formes de terrain? Quand le terrain est
un triangle équilatéral, la cl6ture opaque
la plus courte est I'arbre de Steiner com-
posé de trois segments qui relient chaque
sommet au centre (voir la figure 1E). Pour
un pentagone régulier, la clbéture opaque
la plus courte la plus souvent proposée a
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trois éléments (voir la figure 1F). Lun d’eux
est un arbre de Steiner qui relie trois som-
mets consécutifs du pentagone. Un autre
est le plus court segment de droite qui
relie le quatrieme sommet a la région pro-
tégée par I'arbre de Steiner précédent.
Enfin, le dernier élément est le plus court
segment qui joint le cinquieme sommet a
la région protégée par les deux précédents.
Personne n’'a prouvé que cette cloture est
optimale, mais on n’en connait pas de plus
courte.

CLOTURES ET TRANCHEES

Nouveau défi pour vos talents d’archi-
tecte : I'hexagone (voir la figure 1F).
Puisque les angles d’un hexagone sont
égaux a 120 degrés, I'arbre de Steiner
est composé de trois cotés consécutifs
qui relient quatre sommets consécutifs.
Le deuxiéme composant est le plus court
chemin du cinquieme sommet a la région
protégée par I'arbre de Steiner, et le troi-
siéme, le plus court chemin du dernier
sommet a la région protégée par les autres
éléments. De nouveau, on ignore si cette
cléture est la plus courte.

Par analogie, vous pouvez cl6turer tout
polygone régulier convexe dontle nombre
de cotés est pair (voir la figure 2H). Aprés
la division du polygone en deux par un dia-
metre, le premier élément de la cl6ture est
formé des c6tés du polygone inscrit dans
ce demi-cercle. Le deuxieme élément est
le plus court chemin qui joint le sommet
suivant a la région protégée par le premier
constituant, le troisieme est le plus court
chemin entre le sommet suivant et la région
des deux précédents, et ainsi de suite...

Puisqu’un polygone régulier qui a un
grand nombre de cétés est proche d’'un
cercle, quelle est la plus courte cléture
opaque d’un terrain circulaire? Pour
simplifier, supposons que le rayon de ce
terrain circulaire soit égal a un kilométre.
L’idée la plus simple est une cléture qui
suit la circonférence du cercle, soit 2n
(environ 6,283) kilométres. Vous pouvez
faire mieux en érigeant une partie de la

cléture a I'extérieur du terrain : une demi-
circonférence prolongée a chaque extré-
mité par une partie de tangente égale au
rayon (voir la figure 2I). La forme en U
obtenue est bien une cléture opaque pour
le cercle, et salongueur est égale a T+ 2
(environ 5,142) kilométres.

On peut prouver que ce motif est bien
de longueur minimale parmi les clétures
opaques d’un cercle qui sont des courbes
simples (d’un seul tenant et sans ramifi-
cation). Pour ce faire, énoncons le pro-
bleme en termes de tranchées plutét que
de cl6tures. Imaginons qu’un tuyau sou-
terrain rectiligne passe a un kilometre d’'un
point donné. Quelle estla tranchée la plus
courte qui rencontrera a coup sur le tuyau?
Nous savons que ce dernier rencon-
treratangentiellement le cercle centré au
pointdonné et d’'un rayon de un kilométre,
et donc aussi toute cléture opaque de
ce cercle. Dées lors, il suffit de tracer une
tranchée qui a la forme d’une clbture
opaque de ce cercle.

Dans cette version terrassiére du
probléme, il est normal d’accepter que
les tranchées sortent du terrain, mais les
clétures sont généralement érigées parun
propriétaire sur sa propriété plutét que chez
le voisin. B. Kawohl montre que la cléture
opaque minimale tout entiére située a
Fintérieur du cercle ne saurait mesurer plus
de (m+ 2) kilometres de longueur. Il obtient
ce résultat en utilisant la cléture d’un
polygone dont le nombre de sommets
estpair ettrés grand (qui s’approche alors
d’un cercle). Un calcul trigonométrique
montre que la longueur de la cléture de la
figure Htend vers 1t + 2 kilometres lorsque
le nombre de cotés tend vers l'infini.

Ces clétures sont-elles vraiment mini-
males? Peut-on en trouver de plus
courtes? Et que dire d’autres formes,
tels des polygones irréguliers, convexes
ou non, des ellipses, des demi-cercles?
Que se passe-t-il a trois dimensions, avec
des murs opaques créés pour un cube ou
pour une sphére? La protection des
secrets d’Etat est source de problemes
pour les mathématiques des jeux.

Réactions

lusieurs lecteurs ont critiqué un calcul exposé dans l'article Un guide fractal

du jeu de ticktacktoe (voir Pour la Science, octobre 2000). ] indiquais que le nombre
de parties possibles au morpion est 362 880. ] "aurais dii préciser que ce calcul tient
compte de I'hypotheése selon laquelle le jeu continue jusqu’a ce que toutes les cases
de la grille soient remplies plutdt que de s’arréter des que I'un des joueurs
gagne. Le nombre total de séquences qui remplissent toute la grille est
9 x8x7x...x3x2 (noté 9!), soit bien 362 880.

Quel est le nombre de jeux réels? John Stewart, de I'Université de Rockedge,
indique que ce nombre est donné par :

IN-2dM-6N-2P-Q+M+N+P+Q),
ou M, N, P et Q sont les nombres de jeux terminés apres le cinquieme, sixiéme,
septiéme et huitiéme mouvements. Leurs valeurs exactes restent a calculer. A
vos calculettes! Selon J. Stewart, ce nombre serait 1440.
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