Leila Bellon

uoi de plus banal que la suite
des entiers naturels 1, 2, 3, 4...7
Pourtant, cette suite estal'origine
d’un concept tres déroutant, celui
des nombres premiers 2, 3, 5, 7,
11... La structure de la suite des entiers
naturels est évidente : quel que soit I'en-
tier que vous choisissez, déterminer le
suivant est trivial, il suffit d’ajouter 1. Il
en va tout autrement pour les nombres
premiers. Pourtant, le passage des
nombres entiers aux nombres premiers
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Les sauts entre des nombres premiers
consécutifs se livrent a une compétition

de fréquences.

est aisé : il suffit de prendre ceux sans
diviseur autre qu’eux-mémes ou 1.
Nous connaissons nombre de pro-
priétés des nombres premiers, notam-
ment certaines formules puissantes qui
donnent de bonnes approximations
lorsque les réponses exactes sont inac-
cessibles. Par exemple, le Théoréme
de répartition indique que le nombre de
nombres premiers inférieurs a x est
approximativement x/Inx lorsque x est
assez grand (/n est le logarithme népé-
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1. Les sauts les plus fréquents entre des nombres premiers successifs inférieurs a
x =1 000 sont, selon x, les nombres 2, 4 ou 6. Toutefois, personne ne connait les «sauts
champions» pour de longues suites de nombres entiers.

rien de x). Ainsi, nous savons qu'il y a
environ 4,3.10%” nombres premiers qui
ont moins de 100 chiffres, mais leur
nombre exact est inconnu.

Récemment, Andrew Odlyzko, des
Laboratoires AT&T, Michael Rubinstein,
de I'Université du Texas, et Marek Wolf,
de I'Université de Breslau, en Pologne,
se sont intéressés aux intervalles, ou
sauts, entre deux nombres premiers
consécutifs. Dans un article publié dans
Experimental Mathematics (vol. 8, n° 2,
1999), ils ont traité du probléme sui-
vant : parmi les nombres premiers suc-
cessifs inférieurs a x, quel est le saut le
plus fréquent? Cette question a été posée
a la fin des années 1970 par Harry Nel-
son, du Laboratoire Lawrence Livermore.
Plus tard, John Horton Conway, de I'Uni-
versité Princeton, a utilisé 'expression de
«sauts champions» pour nommer ces
intervalles les plus fréquents.

Les nombres premiers jusqu’a 50 sont
2,8,5,7,11,13,17,19, 28, 29, 31, 37,
41, 43 et 47. La suite de sauts est donc
1,2,2,4,2,4,2,4,6,2,6,4,2et4. Le
nombre 1 n’apparait qu’une seule fois,
car les nombres premiers autres que 2
sont impairs. Les autres sauts sont
donc pairs : 2 apparait six fois, 4 cing fois
et 6 deux fois. Ainsi, pour x égal a 50, le
saut le plus fréquent est 2, qui est le
saut champion.

Pour certaines valeurs de x;, le titre de
sauts champions a plusieurs gagnants.
Pour x = 5, les sauts sont 1 et 2, chacun
apparaissant une fois. Pour x supérieur,
le seul saut champion est 2 tant que x
estinférieura 101, pourlequel 2 et 4 sont
champions ex aequo (voir la figure 1).
Jusqu’a x =179 pour qui 2, 4 et 6 parta-
gent le titre, les champions sont soit 2,
soit 4, soit les deux. Ensuite, 4 s’incline
et 2 regne sans partage jusqu’a x = 379
pour qui 2 et 6 dominent. Pour x supé-
rieur a 389, le champion est souvent 6,
qui parfois partage son titre avec 2 ou 4
ou les deux. De 491 a 541, 4 est cham-
pion. Au-dela de 947, 'unique cham-
pion est 6 : grace a un ordinateur, on
sait que cela reste vrai au moins jusqu’a
x=1012.

Est-il raisonnable de conclure qu’ex-
cepté pour des petits nombres pour qui
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1, 2 et 4 se disputent, 6 est 'unique saut
champion pour des nombres trés grands.
Toutefois, une propriété vérifiée pour des
milliards d’entiers peut ne plus I'étre pour
d’autres. La surprise est 1a!

Les mathématiciens ont proposé un
argument convaincant selon lequel, aux
environs de x = 1,7427 x 10%, le titre de
champion passe de 6 a 30. Ce titre échoi-
rait a 210 pour x supérieur a 1042,

LA CONJECTURE DES
NOMBRES PRIMORIELS

A l'exception de 4, les factorisations des
champions conjecturés s’inscrivent dans
une élégante structure : 2=2,6=2x3,
30=2x3x5,210=2%x3x5x7. Cha-
cun d’eux est obtenu par la multiplica-
tion des premiers nombres premiers
consécutifs. Ces nombres sont dits pri-
moriels — un mot valise entre premier et
factoriel — et les suivants sont 2 310,
30 030 et 510 510. Dans leur article,
A. Odlyzko et ses coauteurs proposent
la conjecture des sauts champions : ce
sont 4 et les nombres primoriels.

Comment sont-ils parvenus a cette
hypothése? Un examen de la suite des
nombres premiers révele que, parfois,
deux d’entre eux sont des entiers impairs
consécuitifs, tels, par exemple, 5et 7, 11
et 13, 17 et 19... La Conjecture des
nombres premiers jumeaux énonce qu'’il
y a une infinité de tels couples. Elle est
fondée sur la distribution aléatoire des
nombres premiers au sein des nombres
entiers impairs, avec une probabilité issue
du Théoreme de répatrtition. Cette hypo-
thése semble un non-sens —un entier est
premier ou non, sans qu'il soit question
de probabilité —, cependant, dans ce pro-
bleme, il s’agit d’'un non-sens raisonnable :
la probabilité d’avoir un ensemble fini de
nombres premiers jumeaux est nulle.

Trois nombres impairs consécutifs
peuvent-ils étre premiers? Il n’y a qu’un
seul exemple (3, 5, 7), car dans trois
nombres impairs consécutifs, 'un d’entre
eux est un multiple de trois. S’il est pre-
mier, c’est donc 3. Un tel argument ne
s’applique pas aux triplets p, p+2, p+ 6
ou p, p+ 4, p+ 6 qui sont fréquents. Par
exemple, 11, 13, 17 ou 41, 43, 47 sont
du premier type et 7, 11, 13 ou 37, 41,
43 du second.

Dans les années 1920, les mathé-
maticiens britanniques Godfrey Hardy
et John Littlewood ont analysé les struc-
tures de ce type avec un grand nombre
de nombres premiers. Avec un calcul de
probabilités similaire a celui des nombres
premiers jumeaus, ils ont établi une for-
mule précise pour le nombre de suites de
nombres premiers dotés d'une structure
donnée de sauts. Cette formule est
complexe, aussi ne la donnerais-je pas
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VALEUR 2d DU SAUT

2. Ce diagramme indique en fonction de x la fréequence des écarts entre deux nombres pre-
miers consécutifs. Pour la premiére courbe, on a étudié les nombres premiers inférieurs a
220 puis on a calculé le nombre de fois oul I'écart entre deux nombres premiers consécu-
tifs était 2, puis 4, puis 6... Les courbes suivantes sont construites de la méme facon pour
Xx =222 x =224 jysqu'a x = 2%, A mesure que x croit, un pic apparait pour un écart 2d égal
a 210. Il est conjecturé que ce pic finit par dépasser I'ordonnée du point de départ, c'est-
a-dire que pour une certaine valeur (élevée) de x, I'écart le plus fréquent est 210.

ici ; vous la trouverez dans l'article cité
précédemment.

Du travail de Hardy et Littlewood,
A. Odlyzko et ses collegues ont déduit
une formule pour N(x, d), le nombre de
sauts de valeur 2d entre des nombres
premiers consécutifs inférieurs a x (nous
préférons 2d a d pour signifier que les
sauts sont pairs). Cette formule n’est esti-
mée valide que lorsque 2d est grand et
X bien plus grand encore. La figure 2
montre comment logN(x, d) varie selon
2d pour 13 valeurs de x de 220 3 244 (log
désigne le logarithme en base 10).
Chaque graphe est approximativement
linéaire avec un trés grand nombre de
pics. L'un d’eux est particulierement mar-
qué, a2d=210, le saut champion conjec-
turé pour xtres grand (il serait encore plus
marqueé s’il n’était pas «écrasé» par le
logarithme). Ce type de résultat indique
que la formule de N(x, d) est proche de
la réalité.

Quand 2d s’approche de la valeur
du saut champion, N(x, d) est nécessai-
rement trés grand. La meilleure situa-

tion qui s’accorde avec cette idée est
lorsque 2d a de nombreux facteurs pre-
miers distincts. De plus, 2ddoit étre aussi
petit que possible, aussi, les choix les plus
plausibles pour 2d sont-ils les primo-
riels. Le saut champion 4 est vraisem-
blablement une exception. Par ailleurs,
il apparait a des tailles pour lesquelles
la formule N(x, d) n’est pas une bonne
approximation. La formule donne le résul-
tat lorsqu’un primoriel donné prend le des-
sus sur le précédent comme nouveau
saut champion.

Que reste-t-il a faire pour les mathé-
maticiens? Prouver la conjecture des sauts
champions, bien sir—ou la réfuter. Sivous
n’envisagez ni 'un ni l'autre, essayez de
trouver d’autres propriétés des sauts cham-
pions entre des nombres premiers suc-
cessifs. Par exemple, quel est le saut le
moins fréquent entre les nombres pre-
miers consécutifs inférieurs a x? Quel saut
apparait le plus proche du nombre moyen
de fois? Pour ce que j'en sais, ces ques-
tions restent ouvertes, et ce, méme pour
de petites valeurs de x.

paradoxe du tout.

Réactions

ans mon récent article Paradoxes perdus et retrouvés (voir Pour la science, aotit
2000), j'indiquais que le paradoxe du controle surprise résulte d"une inter-
prétation déraisonnable du mot surprise et, qu’en définitive, ce n’est pas un

Plusieurs lecteurs ont attiré mon attention sur un article intitulé Surprise maxi-

mization dans American Mathematical Monthly (vol. 107, n° 6, juin-juillet 2000).
Les auteurs définissent une mesure de la surprise et examinent quelle stratégie
doitadopter le professeur pour maximaliser la surprise des étudiants. Leur conclu-
sion est que pour choisir le jour de la semaine, il doit utiliser une distribution de
probabilité qui reste quasi constante au début de la semaine pour croitre rapi-
dement sur la fin. Selon cette stratégie, il choisira plus souvent le vendredi.
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