nous considérerons le pari suivant que
nous noterons P(d ; d’):

— nous choisissons un nombre réel x au
hasard entre 0 et 1. Nous déterminons
sa classe c¢;

—sile nombre choisi est de laforme c+ d,
vous gagnez 2 F ;

—sile nombre choisi est de la forme ¢+ d
vous perdez 1 F;

— sinon, personne n’a gagné, personne
n’a perdu.

Si I'on vous propose le pari P(d ; d'),
vous devez I'accepter, car le nombre x
choisi a autant de chances d’étre de la
forme ¢ + dque de la forme c+ d'. Comme
précédemment, le pari vous est favo-
rable, car vous gagnez plus que vous
ne risquez.

On peut détailler Fargument indiquant
que x a autant de chances d’étre de la
forme ¢+ dque de laforme ¢+ d'. Sion
représente sur un cercle de périmétre 1,
muni d’une origine I'ensemble des cas
qui vous sont favorables (tous les
nombres réels entre 0 et 1 de la forme
¢ + davec c un chef), et qu’on fait tour-
ner cet ensemble de d’— d, on obtient
exactement 'ensemble des cas quivous
sont défavorables (les nombres de la
forme ¢ + d). Lensemble des cas défa-
vorables s’obtenant par rotation de I'en-
semble des cas favorables, en choisissant
un point au hasard sur le cercle, on a bien
autant de chances de tomber sur un
cas favorable que sur un cas défavorable.
Comme les cas favorables rapportent
le double de ce que coltent les cas défa-
vorables, il faut accepter le pari.

On vous propose maintenant un pari
groupé, composé de paris du type pré-
cédent. Précisément, on vous propose le
pari P (0,235 ; 0,35) en méme temps
que le pari P (0,78432 ; 0,8432) et tous
les paris de la forme P(d,d’'), ou d'est
obtenu en supprimant le premier chiffre
aprés la virgule de d. Ce pari groupe
des paris favorables. Vous brllez d’en-
vie de l'accepter.

Pourtant, si vous acceptez ce pari
groupé, vous allez vous en mordre les
doigts car, trés étrangement, il vous est
fortement défavorable.

En effet : supposons que le nombre
réel tiré x soit de la forme 1 + 0,321. Fai-
sons le bilan des paris gagnés et perdus :
—vous avez gagné le pari P(0,321; 0,21),
ce qui vous rapporte 2 F
— vous avez perdu le pari P (0,0321 ;
0,321), ce qui vous colte 1 F;

— vous avez perdu le pari P (0,1321 ;
0,321), ce qui vous colte 1 F

—etc. pourtous les paris P(0,2321 ; 0,321)
P (0,3321; 0,321)...P (0,9321 ; 0,321).

Au total vous avez perdu dix paris
(donc 10 F) et vous avez gagné 2 F. Bilan :
le pari groupé vous colte 8 F a chaque
fois. Bien sar, quel que soit le nombre x
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3. LE PARADOXE DES PARIS GROUPES
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groupé est une catastrophe.

-

On détermine la classe Cde x: x= c + d . Dans le pari simple, vous avez
parié sur d égal a 0,7. Si la partie décimale d du nombre x tiré est égale
a 0,7, vous gagnez 2 F. Si le nombre x tiré a pour partie décimale d',
égale a 0,9, vous perdez 1 F. Sinon, personne ne gagne ni ne perd. On
désigne ce pari par P(d ; d') = P(0,7 ; 0,9). Ce pari vous est favorable.

On vous propose le pari groupé Pg de la forme Pg (d ; d’), ou d est un
nombre décimal quelconque et ou d' est calculé a partir de d en enlevant
le premier chiffre aprés la virgule de d. Vous gagnerez 2 F si la partie
décimale x du nombre tiré est égale a d et vous perdrez 1 F si elle est
égale a d'. Chaque pari pour une valeur donnée de d vous est favorable.
Supposons que la partie décimale d du nombre x tiré au hasard soit
égale a 0,321. Comme dans votre pari groupé, Pg (d,d), d est n'importe
quel nombre décimal, vous gagnez 2 F, car P (0,321, 0,0321) est un
élément de I'ensemble des paris groupés, mais vous perdez 1 F pour
tous les nombres décimaux des paris P (0,A321, 0,321) ou A est égal a
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, car d'est alors égal au nombre tiré. Vous gagnez 2 F
une fois et vous perdez 1 F dix fois, donc a toutes les parties, vous
perdez 8 F... Ceci se produira quel que soit le nombre x tiré. Le pari

J

choisi la situation est semblable et vous
perdez donc 8F a chaque fois. (Dans le
cas ou le nombre choisi au hasard est 0,
la situation est particuliere : vous ne
gagnez méme pas 2 F et perdez donc
10 F d'un coup.)

Comment expliquer qu’un pari groupé
de paris favorables vous soit défavorable ?

Réponses

En fait, je ne connais pour I'instant
aucune explication totalement satisfai-
sante au paradoxe de Levin. Je vais
donc fournir plusieurs pistes avec a
chaque fois une critique et je suggere

aux lecteurs de Pour la science de me
donner leur avis.
(a) Premiere possibilité d’explication :
I'axiome du choix.

Il faut remarquer que nous utili-
sons I'axiome du choix. Lorsque nous
disons que nous pouvons prendre un
chef dans chaque classe, nous sommes
en train d’utiliser 'axiome du choix. Cet
axiome indique que lorsqu’on a un
ensemble d’ensembles non vides (ici
les classes décimales) il est possible
de prendre un élément de chaque
ensemble et de les regrouper pour faire
un nouvel ensemble (c’est de cette fagon
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que nous avons constitué 'ensemble C
des chefs de classe). On sait que
I’'axiome du choix engendre des situa-
tions paradoxales, et ce qui se passe
ici n’est qu’'un exemple nouveau de ces
situations paradoxales provoquées par
’axiome du choix.

Critique : 'axiome du choix engendre
des situations choquantes pour l'intui-
tion, mais jamais de vraies contradic-
tions. Ici, il est tellement absurde qu’un
groupement de paris favorables devienne
défavorable qu’on a affaire a un pro-
bléme de grave incohérence. Notons
aussi qu’habituellement, I'axiome du
choix est accepté. Doit-on décider de ne
plus I'utiliser en probabilité ?

(b) Deuxieme possibilité d’explication :
la loi des paris groupés.

La regle qu’un pari groupé composé
de paris favorables est favorable n’est
peut-étre pas vraie en général. Notre intui-
tion nous souffle cette loi, mais elle se
trompe peut-étre, comme cela lui arrive.

Critique : on prouve sans mal qu’un
pari groupé composé d’un nombre fini
de paris favorables est favorable. Pré-
cisément, 'espérance de gain d’un pari
groupé est la somme des espérances
de gain des paris individuels. Dans le
cas infini la situation est la méme et
une somme infinie de gains moyens posi-
tifs est bien évidemment positive. La loi
des paris groupés est bonne et on ne
peut la refuser.

(c) Troisiéme possibilité d’explication :
les probabilités continues.

Dans le pari considéré, on tire un
nombre réel au hasard. Or cela n’est pas
possible en pratique et d’ailleurs, concre-
tement, on ne pourrait pas mettre en
ceuvre le pari comme c’est suggéré en
prenant un point au hasard sur une droite
ou en langant une infinité de fois un dé
a dix faces.

Critique : en théorie des probabilités,
on considére sans arrét des situations
analogues et la théorie de la mesure
donne un sens précis a I'idée d’un
nombre réel tiré au hasard entre O et 1.
Si ce type de tirage continu n’a pas de
sens, pourquoi tant de livres lui sont-ils
consacrés? Et s’il a un sens habituelle-
ment (et est utile concrétement dans
de nombreuses applications), pourquoi
ici n’en aurait-il pas?

Je supplie donc les lecteurs de m’in-
diquer une réponse plus satisfaisante.

A Bet with Leonid Levin, in The Mathe-
matical Intelligencer, vol. 23,n° 1, p. 42,
2001.

Michel EMERY, Quelques phénoménes
curieux en probabilités et statistiques,
in L’Ouvert, 2001, article a paraitre.
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