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1. DONNEES DU PROBLEME DU RECRUTEMENT en Sciences politiques 2002. Les préférences des candidats et des universités sont indi-
quées par les fleches (une fleche va d’un moins a un plus acceptable).

Les données brutes des deux pro-
blémes — tout en étant de taille tres dif-
férente — sont donc de méme nature : il
y a un marché d’agents de deux types
opposés—des postulants d"un coté et des
universités de 1’autre, chacune avec
une capacité—et chaque agenta uneliste
prioritaire pour ceux du coté opposé.

Modéle mathématique

Concrétement, imaginez qu’en 2002, il
y ait neuf postes de Maitre de confé-
rences a pourvoir en Sciences politiques
(en 2001, il y avait onze), un a I'Uni-
versité de Lyon I (L), trois identiques a
Montpellier III (M), deux identiques a
Nancy I (N), deuxidentiques a Orléans
(O) et un a Paris VI (P) ; et dix candi-
dats, tous portant, par hasard, le nom
d’un ancien ministre de ’Education
nationale : Claude Allegre (a), Fran-
¢ois Bayrou (b), Jean-Pierre Chevene-
ment (c), Michel Debré (d), Edgar
Faure (e), Joseph Fontanet (f), Olivier
Guichard (g), René Haby (h), Lionel Jos-
pin (j) et Jack Lang (k).

2. UNE AFFECTATION p EST "MERITOIRE"
quand, pour tout sommet, soit (i) le sommet
est un sommet de |, soit (ii) le sommet est
suivi dans sa colonne par un sommet de L,
soit (iii) le sommet est suivi dans sa ligne par
q sommets de | (ou g est la capacité de la
ligne, ici le nombre de postes disponibles
de I'université concernée). L’affectation verte
représentée par I’ensemble des disques verts,
n’est pas méritoire car (entre autres) le som-
met (0, e) n’est ni vert, ni suivi dans sa colonne
par un sommet vert, ni suivi dans sa ligne par
deux sommets verts (la capacité de I'uni-
versité d’Orléans est de deux postes).
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Les données sont représentées sur
la figure 1. Le graphe contient des som-
mets (disques jaunes), situés sur une
grille, reliés par des fleches. Chaque
ligne de la grille est associée a un
emploi ou groupement d’emplois
— et a donc une capacité — et chaque
colonne de la grille a un candidat.
L'existence du sommet noté (N, a), de

| la ligne N et de la
N SOMMET (N,a) colonne a, s1gn1f1e

I que I'Université de

a Nancy (N) préfere
prendre Allegre (1) comme Maitre, plu-
tot que ne pas remplir ses deux postes,
et,en méme temps, qu’Allegre préfere
accepter un poste a Nancy plutot
qu’étre sans poste du tout. L’absence
dusommet (L, b) indique qu’en aucun
cas Lyon (L) n’accepterait Bayrou (b)
et/ou Bayrou, Lyon.

Les fleches du graphe indiquent
les préférences. La fleche horizontale
allant du sommet (M, g) au sommet

M
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g h

(M, k) traduit en langage graphique que
Lang (k) est classé devant Guichard (g)
par Montpellier (M) :1a fleche part d'un
postulant vers un autre jugé meilleur.
Donc M classe les candidats dans
l'ordre:a, b, g,k d, h,j,dumoins au plus
acceptable. Jospin est classé premier,
Allegre dernier.

Symétriquement, la fleche verti-
calede (N, a) vers (O, a) indique qu"Al-
legre préfere un poste a Orléans plutot
qu’aNancy, etla colonne dea décrit ses
préférences, du moins au plus accep-
table des postes universitaires, soit dans
l'ordre:L, M, N, O, P. Le premier choix
d’Allegre est Paris, le dernier, Lyon.

Quelles sont les affectations pos-
sibles dans ce marché universitaire?
L'affectation «verte» (voir les sommets
verts de la figure 2) d’Allegre a Lyon,
de Bayrou, Debré et Guichard a Mont-
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3. LES SOMMETS INUTILES : les sommets rouges (M, k), (M, g) et (M, b) sont les meilleurs
de leur colonne, et la capacité de la ligne M est de trois postes. En conséquence, le sommet
(M, a), moins bien classé par Montpellier, est inutile et peut étre éliminé (croix rouge). Les
sommets (O, a) et (0, b) en bleu sont les meilleurs pour remplir les deux postes d’Orléans :
donc (L, a) et (N, a), moins bien classés par Allégre, sont inutiles (croix bleues) et supprimés.

pellier, de Chevénement et Faure a
Nancy, de Fontanet et Haby a Orléans,
et de Lang a Paris, revient a choisir 1'en-
semble des sommets : (L, a), (M, b),
(M, d), (M, g), (N, c), (N, e), (O, f),
(O, h), (B k).

Tout ensemble de sommets parmi
ceux du graphe ayant au plus un som-
met par colonne et dont le nombre de
sommets d'une ligne ne dépasse pas
sa capacité représente une affectation
possible (comme la verte). Désormais,
I’analyse du probleme se fera dans1’es-
prit des graphes.

Affectations méritoires

En général, un probléme peut avoir un
nombre exponentiel d’affectations.
Sont-elles toutes raisonnables?
L'affection verte de la figure 2 est
certes possible, mais a regarder de plus
prés... certaines anomalies apparais-
sent. Le sommet (M, j) n’est pas dans
l'affectation verte — en fait, Jospinn’est
affecté a aucune université —, mais ce
sommet suit, dans sa ligne, au moins
unsommet vert (M, g) : ainsi Jospin est
classé devant Guichard par Montpel-
lier. Pourquoi alors ne pas affecter
Jospin a Montpellier plutdt que Gui-
chard? Manifestement, ’affectation
verte ne reconnait pas les mérites de
Jospin. Elle ne distingue pas plus
ceux de Lang. Le sommet (M, k) suit,
dans sa ligne, au moins un sommet
del'affectation verte et (M, k) suit aussi,
dans sa colonne, le sommet vert : Mont-
pellier (M) préfére Lang (k) a au moins
undes candidats verts (hou g), et Lang
(k) préfere Montpellier a son affecta-
tion verte (P). L'affectation verte est
manifestement inadmissible.

Le principe de mérite a respecter est
clair : si un candidat peut étre affecté
a un emploi de l'université E, mais ne
'est pas, alors soit il est affecté a un
emploi qu'il préfere, soit les emplois
de E sont tous affectés a des candi-
dats mieux classés que lui par E. Autre-
ment, ce candidat réclamerait un poste
al'université E a la place (si nécessaire)
d’un autre candidat moins bien classé.
Dans les termes du modele, une affec-
tation u est méritoire quand elle répond
aux exigences logiques formulées dans
la légende de la figure 2.

IIn’estnullement évident qu’il soit
possible de trouver une affectation
méritoire pour n‘importe quel pro-
bleme, mais quelques observations
simples ouvrent la voie a une approche
qui en fournira toujours au moins une.

Revenons au probleme et regardons
la figure 3. Prenons d’abord le point de
vue de Montpellier. Cette univer-
sité (M) a trois postes a pourvoir. Elle
voit qu’elle est le premier choix des
trois candidats Bayrou (b), Guichard (g)
et Lang (k) (sommets rouges). Donc, M
sait qu’elle ne sera jamais obligée de
nommer un concurrent classé en des-
sous de ces trois, en ’occurrence,
Allegre, et il n’y a aucune raison de
considérer cette possibilité. Dans le
graphe, lesommet (M, a) est suivi dans
sa ligne par trois sommets qui sont cha-
cun le meilleur de sa colonne, ot 3 est
la capacité de la ligne M et peut, en
conséquence, étre éliminé (suppres-
sion indiquée par la croix rouge de la
figure 3) : c’est un sommet inutile pour
une université.

Un sommet peut aussi étre inutile
du point de vue d’un postulant.
Allegre (a) voit qu’il est classé parmi

les deux meilleurs par Orléans (en bleu
sur la figure 3), ot deux postes sont dis-
ponibles, doncil est stir d’étre nommé
a Orléans sinon mieux et il peut oublier
ses candidatures a Lyon et a Nancy
(ainsi qu’a Montpellier, déja éliminé).
(N, a) et (L, a) sont inutiles pour un
candidat (indiqués par les croix bleues),
ici le candidat Allegre : chacun de ces
sommets est suivi dans sa colonne par
unsommet parmiles g meilleurs de sa
ligne, ot1 g est la capacité de la ligne.
Ainsi, en identifiant et en suppri-
mant des sommets inutiles du graphe,
on obtient un graphe plus petit qui
représente strictement le méme pro-
bléme : une affectation est méritoire
pour un des graphes si et seulement
si elle est méritoire pour 1’autre. Un
moyen d’obtenir des affectations méri-
toires — y compris celles choisies par
les ministeres francais et turc — est de
systématiser cette simplification.

Algorithme graphique

Calculer dans ce systeme mathéma-
tique revient donc a identifier des som-
mets inutiles et a les éliminer.

L'opération est facile. Afin de trou-
ver les sommets inutiles pour les uni-
versités, coloriez en rouge le meilleur
sommet de chaque colonne (voir Ia
figure 4a), c’est-a-dire, choisissez la
solution dite candidats-gloutonne, ou
a chaque candidat est accordé son
meilleur choix. Dans une ligne ayant
au moins sa capacité g de sommets
rouges, tous les sommets qui préce-
dent les g meilleurs sommets rouges
sont inutiles. Ainsi, dans notre
exemple, dix sommets sont identifiés
comme inutiles pour les universités
(désignés par des croix rouges sur la figure
4b) : leur élimination donne le graphe
dela figure 4c. Dans ce graphe, la solu-
tion candidats-gloutonne (en rouge)
révele trois sommets inutiles pour
les universités (voir la figure 4d), ce
qui mene au graphe de la figure 4e.
Maisici,iln’y a pas de sommet inutile
pour une université, les sommets
rouges — la solution candidats-glou-
tonne — constituent une affection méri-
toire, car cette solution satisfait les
exigences définissant les affectations
méritoires : chaque sommet est, soit
rouge, soit suivi par un sommet rouge
dans sa colonne.

Cet algorithme démontre qu'il y
aura toujours, pour tout probléme, une
affectation méritoire, car de deux
choses 1'une : soit au moins un som-
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