L'axiome de fondation de ZFC
indique que partant d'un ensemble
(une boite), si I'on prend I'un de ses
éléments (une boite-ensemble dans
la boite) et qu'on prend un élément
dedans, etqu’on prend encore un élé-
ment dedans, etc., alors nécessaire-
ment on est obligé de s'arréter: il
n'existe pas de chaines infinies des-
cendantes Xy, Xy, Xy, X, X,... aVec
X, € Xy Xy € X1, X3 € Xy, Xy € Xy

Regards
=

Cet axiome correspond a |'idée
que lorsqu’on passe des étres vivants
aux cellules, des cellules aux molé-
cules, des molécules aux atomes, des
atomes aux quarks etc., on finit
nécessairement par arriver a un
ultime niveau qui n'est plus décom-
posable. L'axiome interdit aussi qu'un
ensemble puisse se retrouver a 'in-
térieur de lui-méme: x € x et inter-
dit donc I'ensemble de tous les
ensembles qui aurait cette propriété.
Le monde de la théorie classique
des ensembles ZFC de Zermelo-Fraen-
kel correspond donc a une vue hié-
rarchisée du monde qui est facile a
appréhender. C'est ce coté hiérarchisé
etrassurant que la théorie des hyper-
ensembles propose d'abandonner.

3. Les axiomes de fondation et d’antifondation

L'axiome d'antifondation qui dé-
finit la théorie des hyperensembles
exprime que tout systeme d'équa-
tions, fini ou infini, de la forme:
x={1.{7, 8.y, 2,y =12, x. 2},
z = {5} (a gauche des variables re-
présentant des ensembles, a droi-
te des expressions utilisant les
mémes variables-ensembles) pos-
sede une solution unique: un hyper-
ensemble.

L'équation x = {x} définit I'hyper-
ensemble le plus simple. Il estnoté O
et contient un élément: lui-méme.
C'estune sorte de bouteille de Klein.
Lhyperensemble infiniment profond
{1,{2, 8, {-. M} estlex, delasolution
du systéme d'équations: x; = {1, x,},
X, =12, x5} x; =3, x,}, etc.

Cette possibilité de construire
des ensembles infiniment profonds
est un outil puissant de modélisa-
tion des structures autoréférentes
souvent rencontrées en informa-
tique ou des objets dépendent
mutuellement et cycliquement les
uns des autres (jeux de pointeurs,
flux de données, machines reliées
en réseaux, etc.). Jon Barwise et
John Etchemendy, dans leur livre
intitulé The Liar (« Le menteur »),
traitent les phrases autoréférentes
et, par exemple, la phrase «je
mens » est associée a I'hyperen-
semble m = {faux, {m}} (une valeur
de vérité, suivie d'un contexte simple
composée dans ce cas de la phrase
elle-méme).

caractérisé par ses éléments, les connaitre
c’est le connaitre. Les axiomes qui suivent
donnent des moyens de construire de nou-
veaux ensembles a partir d'ensembles déja
connus. Ces axiomes sont les regles
«|égales » de définition et de manipulation
de ces étres mathématiques que sont les
ensembles.

L'axiome de la réunion indique que
si E estun ensemble, le regroupement des
éléments d’ensembles appartenant a E,
c’est-a-dire des x appartenant a des y
appartenant a E, constitue encore un
ensemble. De E = {{a, b}, {m, 1/e},
{1, 2, 3}}, on déduit I'existence de I'en-
semble {a, b, , 1/e, 1, 2, 3}. Ainsi, I'en-
semble des nombres de Fibonacci
(1,1,2,3,5,8, 13, 21,...) et 'ensemble des
nombres triangulaires (1, 3, 6, 10, 15,...)
forment un nouvel ensemble. Vous pouvez
«parler» de 'ensemble des éléments pré-
sents dans'unaumoins des deuxensembles.

L'axiome de 'ensemble des parties
affirme que le regroupement des sous-
ensembles d'un ensemble E constitue lui
aussiun ensemble. De E={0, 1, 2},on déduit
I'existence de P(€]={0,{0},{1},{2},{0, 1},
{0,2},{1,2},{0, 1,2}}. Notons « pour e plai-
sir>» que silensemble E a k éléments, ily a
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Ck1 éléments individuels, Ck2 paires d’élé-
ments, etc., et la formule du bindme donne
(1+1)=1+Cl+C2+..+1=2Len-
semble des parties de E a ainsi 2 éléments.

L'axiome de séparation ou axiome de
compréhension restreint indique que si
P (x) est une propriété (telle x > 3] et que
Eestunensemble, alorslesx quisont dans E
et qui vérifient cette propriété restric-
tive P (x] constituent aussi un ensemble. Il
est essentiel de noter que cet axiome per-
met de définir un ensemble a partir d'une
propriété, ce qui est bien sdr souhaitable,
mais qu'ilimpose la restriction de ne prendre
que des x présents dans un ensemble
déja connu E.

e Cette définition permet d’envisager
I'ensemble des nombres premiers. Pour cela,
on part de l'ensemble des entiers (construit
préalablement] et de la propriété P (x) :
«x n'a pas de diviseurs autres que 1 et
lui-méme. »

e Lapropriétéx =x, seule, ne définit pas
un ensemble. Sic’était le cas, la formule défi-
nirait 'ensemble de tous les ensembles,
ce qui contredirait le théoreme de Cantor
de ZFC.

* « Posséder deux éléments exacte-
ment > ne définit pas un ensemble dans ZFC.

Cestlaclefdelarésolution des paradoxes:
elle empéche la définition d'ensembles trop
gros. On ne peut pas parler de l'ensemble de
tousles ensembles nide l'ensemble desx qui
possédent la propriété de ne pas étre élé-
ments deux-mémes. Les paradoxes de Rus-
sell et Cantor sont donc évités, de méme
d’ailleurs que le paradoxe de l'ensemble des
ordinaux et celui de l'ensemble des cardinaux.

L'axiome de remplacement indique que
si, étant donnée une fonction R telle que
pour tout élément x d'un ensemble E, la fonc-
tion R détermine un élémenty, alorsles élé-
ments y constituent un nouvel ensemble,
En clair, 'image d’'un ensemble E par une
fonction R estun ensemble. Contrairement
a l'axiome de séparation, 'axiome de rem-
placement peut engendrer (d’'une maniére
controlée) des ensembles F quine sont pas
inclus dans E.

L'axiome de I'infini indique qu'il existe
au moins un ensemble infini E. Il existe plu-
sieurs fagons de définir un ensemble infini.
Lune d’elles, due a Dedekind, consiste a
dire que E est infini si E possede un sous-
ensemble F différent de E, et que I'on peut
mettre en bijection avec E. Selon cette défi-
nition, 'ensemble des entiers est infini, car
I'ensemble des entiers peut &étre mis en bijec-
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tionavec lensemble des entiers pairs en dou-
blant chaque entier (fonction n — 2n).

L'axiome de fondation (AF), proposé par
von Neumann en 1925, est explicité sur la
figure 3: il n'existe pas de chaines infinies
de boites-ensembles les unes dans les
autres et pas de boites-ensembles qui se
contiennent elles-mémes !

L'axiome du choix (le « C>» de ZFC])
indique que si E est un ensemble d’en-
sembles non vides, alors il existe un en-
semble F qui a un élément commun
exactement avec chaque ensemble de E.
De{{0,1,2},{m, 1/e},{A, B}},ondéduitlexis-
tence d'un ensemble F comme {2, 1/e, B}.
L'axiome du choix crée certaines difficultés
[voir I’article d’octobre 2009 de cette
rubrique] et c’est pour cela qu'on le fait appa-
raitre dans le nom ZFC de la théorie.

Il est remarquable que ces simples
axiomes, tous assez naturels, permettent
I'expression de pratiquement toutes les idées
et démonstrations mathématiques et que
depuis plus d’un siécle qu’on explore les
conséquences de ZFC, jamais aucune contra-
diction n'y a été découverte. Cependant, la
méthode adoptée par ZFC opére une dis-
tinction entre ensembles et regroupements
(définis seulement par une propriété). Cette
distinction interdit de considérer que cer-
tains regroupements simples et naturels sont
d’authentiques ensembles... ce qui est
étrange. Enunmot, la solution exprimée dans
ZFCapparaitcomme unerustine: elle répare
lathéorie initiale de Cantor, mais elle lui enléve
sa beauté et sa généralité. Elle en limite la
puissance en interdisant en particulier de
mentionner un ensemble universel conte-
nant la totalité des ensembles ou de définir
le nombre n comme le regroupement de tous
les ensembles possédantn éléments, selon
I'élégante idée de Cantor et de Frege.

Une extension de ZFC donne un statut
théorique aux regroupements probléma-
tiques [ensemble de tous les ensembles,
ensembles des ordinaux, etc). Elle consiste
aintroduire, a coté de la notion densemble,
la notion de classes en définissant certaines
opérations entre classes, dont en particu-
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lier la définition d’une classe a partir d’'une
propriété. La classe de tous les x qui véri-
fientx =x correspond a 'ensemble de tous
les ensembles. Cette théorie de von Neu-
mann, Bernays et Godel, notée NBG, estune
premiere méthode pour disposer du droit
de mentionner les gros ensembles problé-
matiques interdits dans ZFC. Cependant,
cette fagon d’étendre ZFC n’est pas jugée
satisfaisante, car elle se fonde sur une
distinction artificielle et injustifiée entre
deux catégories de regroupements, les
ensembles et les classes, un peu comme
dans une société qui considérerait deux
types de citoyens : ceux qui jouissent plei-
nement de tous les droits (les ensembles],
etceux quinenontqu’une partie sans qu’on
sache trop bien pourquoi.

Une méthode plus élégante pour aug-
menter le pouvoir de ZFC consiste a revoir
I’axiome de fondation qui est le dernier
historiquement ajouté a ZFC et que d’ailleurs
Cantor n‘avait pas envisagé du tout.

En interdisant directement I'ensemble
de tous les ensembles, 'axiome de fonda-
tion est rassurant. Cependant, on s’était
déja débarrassé des paradoxes avant de
Iintroduire. Lutilisation de I'axiome de
fondation ressemble un peu a la méthode
consistant a pendre un noyé pour étre
certain qu’il est bien mort ! Notons aussi
que méme si AF a lui seul évite le paradoxe
de 'ensemble de tous les ensembles, il est
inopérant contre d’autres paradoxes et ne
constitue donc pas une alternative com-
plete aladoctrine de lalimitation de la taille
que met en ceuvre ZFC.

Le Britannique Peter Aczel, et indé-
pendamment les Italiens Marco Forti et
Furio Honsell, ont proposé dans les
années 1980 de renoncer a AF et de le rem-
placer. Acceptons I'idée qu'il y a des
ensembles qui appartiennent a eux-
mémes, comme on accepte I'idée qu'il y
adesnombres dontle carré est—1, etimpo-
sons par un axiome particulier qu’il y en
existe de toutes les sortes imaginables.

Laxiome d’antifondation, noté AFA (voir la
figure 3], indique non seulement qu’il y a
toutes sortes densembles appartenant a eux-
mémes, mais que précisés par une loi adé-
quate, ils sont uniques. Cette double affirmation

d'existence et d’unicité confére a l'axiome AFA
toute sa force et en fait lintérét. Laxiome AFA
crée une révolution comparable a lintroduc-
tion des nombres complexes. En plus de tous
les « ensembles habituels » qui bien sar
restent des ensembles dans cette théorie, il
y a maintenant une multitude d’autres
ensembles «antifondés » qu'on dénomme
hyperensembles.

En particulier, dans la théorie des hyper-
ensembles ZFC — AF + AFA (tous les axiomes
de ZFC, moins I'axiome de fondation, plus
Paxiome AFA), il y a un hyperensemble unique
noté Q quivérifiex={x}. Lhyperensemble Q)
estun étre étrange possédant un seul élé-
ment, lui-méme. D’aprés AFA, il est le seul a
posséder cette propriété. [l représente une
sorte de monde autiste, refermé en boucle
sur lui-méme !

Il'y a aussi un hyperensemble unique
qui vérifie x = {x, o }. C'est un objet étrange
qui posséde deux éléments: 'ensemble vide
etlui-méme. llyaussil’hyperensemble infi-
niment profond {0, {1, {2, {3, {...}}}} (voir
la figure 3.

Ajouter un nouvel axiome comme AFA
fait prendre des risques: si ZFC ne conduit
jamais aune contradiction, en est-il de méme
de ZFC — AF + AFA ? La réponse est oui: on ne
prend aucunrisque avec AFA. En effet, P. Aczel
a prouvé un résultat de « consistance rela-
tive » analogue a un autre obtenu par von
Neumann pour AF: si la théorie usuelle des
ensembles, ZFC, ne conduit jamais a une contra-
diction, alorsilen estde méme de ZFC — AF + AFA.
Les hyperensembles n’introduisent aucun
danger particulier de contradiction.

Lintérét d’une théorie se prouve en
I'appliquant. Cest aujourd’hui chose faite pour
lathéorie des hyperensembles. Les domaines
dans lesquels elle a été utilisée sont princi-
palement liés a l'informatique et a 'analyse
des paradoxes. Plusieurs livres (voir la biblio-
graphie] en donnent le détail. Notons que
P Aczel avait été amené a introduire les hyper-
ensembles alors qu'il étudiait le probléme
informatique de la représentation formelle
des flux de données et la synchronisation
entre systémes communicants fonctionnant
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