continu, et non discret), alors que dans le
cas habituel seul un nombre fini de fonc-
tions du temps interviennent (les positions
ou vitesses des points mobiles considérés),
on devine que les équations aux dérivées
partielles sont bien plus complexes que
les équations différentielles ordinaires. Mais
ilnes’agitla que d"une petite partie del'ex-
plication de la difficulté.

Examinons de plus pres ces équations
de Navier-Stokes. Elles décrivent les com-
portements tant des liquides que des gaz.
Dans notre expérience quotidienne, 1'eau
etl’air semblent se comporter tres différem-
ment, mais ce phénomene tient essentiel-
lement a la différence de masse volumique,
la densité de I'eau étant un millier de fois
supérieure a celle de 'air. Dans les équa-
tions, la densité du fluide apparait sous la
forme d'un parametre constant, qui ne
change donc pas fondamentalement le com-
portement des solutions.

Uneautre différence apparente entre un
liquide et un gaz estla compressibilité. Avec
une simple pompe a bicyclette, on peut aisé-
ment comprimer un volume d’air. L'eau, de
son cOté, estincompressible, ce quel’on peut
ressentir douloureusement en sautant mal
d’un plongeoir. L'expérience de la pompe

2. UN ECOULEMENT dans une cavité carrée
plane od, initialement, le fluide est au repos, est
un systéme souvent utilisé pour tester des algo-
rithmes de résolution numérique des équations
de la mécanique des fluides. Ici, le fluide est
entrainé de gauche a droite au niveau de la paroi
supérieure. Les lignes de courant correspon-
dant a une rotation horaire sont en bleu, celles
correspondant a une rotation antihoraire sont
dans des teintes rouges.
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a vélo est cependant atypique: au sommet
des gratte-ciel, pour les trains rapides ou les
avions, 1air, a des vitesses de I’ordre de
300kilometres par heure, se comporte
comme s'il était incompressible.

Sile fluide doit étre considéré comme
compressible, ¢’est-a-dire sisa densité peut
notablement varier, la situation est plus
complexe. Aussi, nous nous limiterons
dans la suite de cet article au cas des flui-
des incompressibles.

D’otl1 viennent les équations de Navier-
Stokes? Leur histoire remonte au XVIII*sie-
cle. En 1755, dans un mémoire intitulé
Principes généraux du mouvement des flui-
des, le grand savant suisse Leonhard Euler
donna corps a 'hydrodynamique classi-
que ou, plus précisément, a la mécanique
des fluides sans frottements.
Enappliquantles lois de Newton a des
volumes infinitésimaux de fluide, Euler
aboutita un systeme d’équations qui porte
aujourd’hui son nom (voir I"encadré ci-
dessous), etil donna la premiere définition
rigoureuse de la pressionp d’un fluide. Les
équations d’Euler sont un systeme de trois

LES EQUATIONS D’EULER

Elles sont une traduction de

fin d'établir les équations qui

régissent |'écoulement des
fluides, notamment celles d’Euler
et de Navier-Stokes, les physiciens
considérent un minuscule « volume
test» de position fixée et cherchent
a déterminer les forces agissant sur
le fluide qu'il contient.

La gravité est en général une
premiére force extérieure a consi-
dérer. Il faut ensuite prendre en
compte la pression, qui varie a priori
d'un point a l'autre de la surface
du volume test. Les liquides et les
gaz tendent en effet a s"écouler
dans la direction oui la pression est
la plus faible. Il faut enfin faire le
bilan des entrées et sorties de fluide
dans le volume test.

Grace a I'analyse infinitési-
male, on peut ensuite passer a la
limite ou le volume test se réduit
aun point. La différence entre |'état
du fluide au bord droit du volume
test et son état au bord gauche cor-
respond alors a une dérivée par-
tielle (une dérivée par rapport a
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la coordonnée dont I'axe va de gau-
che a droite). On obtient ainsi des
équations aux dérivées partielles,
c'est-a-dire des équations o figu-
rent des dérivées (partielles) de
fonctions inconnues de la position
et du temps.

Notons u, v, w les compo-
santes de la vitesse de I'écoule-
ment selon les axes Ox, Oy, Oz res-
pectivement etf, g, h les trois com-
posantes d'une force extérieure
donnée. L' écriture du/ot désigne la
dérivée de la composante u de la
vitesse par rapport au tempst,
I'écriture 9p/dz désigne la dérivée
de la pression par rapport a la coor-
donnéez, etainsi de suite. Avec ces
notations, les équations d'Euler
s'écrivent :

du, gu, ou, o op_,
Jdt dx dy dz dx
av 0o, v v ap_
Jdt  dx 0 dz dy
du, du, v v 0y,
ot dx  dy Jdz Jdz

la loi de Newton selon laquelle le
produit de la masse par |'accélé-
ration est égal a la force appliquée.

L'accélération (dérivée de la
vitesse) correspond aux quatre pre-
miers termes de chaque équation
du systeme (la dérivée partielle par
rapport au temps est complétée
par trois termes en raison du fait
que la vitesse intervenant dans ces
équations est celle caractérisant le
fluide en un point donné de I'es-
pace, et non la vitesse d'une par-
ticule fluide suivie dans son mou-
vement).

Le cinquiéme terme (par exem-
ple dp/ox) estla force due a la pres-
sion, qui est une force interne au
fluide. Par convention, on place les
forces extérieures dans le membre
de droite des équations.

Par ailleurs, dans ces équa-
tions ou |'on suppose le fluide in-
compressible, la densité (ou la
masse) du fluide ne figure pas ex-
plicitement; pour simplifier I'écri-

ture, elle est intégrée dans les dé-
finitions de la pression et de la force
extérieure.

Grace aux notations de I'ana-
lyse vectorielle, on peut expri-
mer ces trois équations en une
seule formule compacte et élé-
gante. Notons v = (u, v, w) le
vecteur vitesse et f = (f, g, h) le
vecteur force extérieure. Avec
I'opérateur «nabla» V= (9/ox,
alay, al0z), les équations d'Euler
s'écrivent alors :
a—v+(v -Vyv+Vp=f
at
ou a-b désigne le produit sca-
laire de deux vecteurs a et b.

Cette expression (trois équa-
tions pour quatre fonctions incon-
nues) doit &tre complétée par une
autre équation, qui exprime |'in-
compressibilité et la conservation
de la masse et qui s'écrit:
Vv=0
c'est-a-dire
du dv  Jdw
S+ 4+ =0
dx dy 0z
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équations comportant quatre fonctions
inconnues de la position et du temps: les
trois composantes (u,v,w) de la vitesse
du fluide (selon les axesOx, Oy et Oz res-
pectivement) etla pression p. Afin de déter-
miner un systeme unique de solutions, il
est nécessaire d’introduire une équation
supplémentaire, qui traduitlocalementla
conservation de la masse du fluide.

Euler avait également énoncé ces équa-
tions dansle cas de fluides compressibles;
le cas incompressible s’en déduit en sup-
posant que la densité du fluide est une
constante, indépendante du temps et de
la position.

1l est facile de voir que les équations
d’Euler sont un cas particulier des équa-
tions de Navier-Stokes: les secondes se
ramenent aux premieres en annulant le
terme de viscosité, lié aux frottements.

Les équations d'Euler font apparaitre
une difficulté qu’elles partagent avec les
équations de Navier-Stokes: elles sont non
linéaires. La propriété de non-linéarité, qui
peut se lire aisément sur une équation,
signifie que la somme de deux solutions
possibles de 1’équation ne constitue pas,
en général, une autre solution possible.

Cela implique des différences impor-
tantes par rapport aux équations linéai-
res. Par exemple, des ondes régies par des
équations linéaires peuvent se maintenir et
se superposer sans interagir et se pertur-
ber mutuellement. En outre, les solutions
d’équations linéaires ne peuvent pas deve-
nir beaucoup plus complexes que les condi-
tions aux limites (la donnée des vitesses du
fluide surle bord delarégion qu'il occupe)
ou les conditions initiales (la donnée des
vitesses initiales du fluide). En revanche,
dans le cas d"une équation non linéaire,
méme une situation géométrique trés
simple peut donner lieu a une solution
(un écoulement) d'une grande complexité.

Laviscosité,
facteur de regularite

Le frottement, qui entraine une dissipa-
tion d’énergie, est un élément modérateur
dans les écoulements. Cela explique que
les équations d’Euler soient souvent
plus «turbulentes» encore que celles de
Navier-Stokes. Par exemple, les solutions
des équations d’Euler peuvent décrire des
écoulements oti le fluide est cisaillé et
o, par conséquent, la vitesse du fluide
n’est pas définie sur toute une surface. En
fait, pour ces raisons, on sait qu’il n’est
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3. SIMULATION NUMERIQUE DE LECOULEMENT d'un film d’eau savonneuse, de haut en bas,

a travers lequel sont installés des obstacles (dix petits cercles en amont, analogues a des piliers
de pont sur une riviére, et une autre série de petits cercles disposés sur le bord gauche). Les
cinq images montrent I'état du fluide a des instants successifs. Les parties en bleu correspon-
dent a des tourbillons tournant dans un sens, les parties en rouge a des tourbillons tournant
dans le sens contraire. Les obstacles sont responsables de la turbulence de I'écoulement en
aval. Il s'agit Ia d’'une turbulence a deux dimensions, que les mathématiciens et physiciens com-
prennent mieux qu’en trois dimensions. En fait, en deux dimensions, les équations de Navier-Sto-
kes sont aussi mieux maitrisées, et on a su prouver dans ce cas a la fois I'existence et I'unicité

de solutions régulieres.

pas possible d’obtenir un énoncé géné-
ral d"unicité des solutions pour les équa-
tions d’Euler.

Dans la réalité cependant, les flui-
des ne souffrent pas de ces ambiguités
et semblent avoir des vitesses bien défi-
nies partout. On en conclut qu'un élé-
ment crucial n’est pas pris en compte dans
les équations d’Euler. Cela a conduit Gre-
gori Tokaty, mécanicien des fluides d’ori-
gine russe disparu en 2003, a proposer
la métaphore suivante: avec ses équa-
tions, le tailleur de génie Euler nous a
confectionné un pantalon, certes magni-
fique, mais dépourvu de tout bouton.
Ce qui empéche ce pantalon de glisser
(ou les fluides de se décomposer), c’est
I"omniprésence d"un frottement qui, dans
le cas des fluides, est désigné par le terme
de viscosité. Si ce phénomene est fami-
lier pour des liquides tels que le miel ou
I'huile, il I'est moins pour les gaz; les
scientifiques ont d'ailleurs mis longtemps
a appréhender le role crucial joué par la
résistance de I'air et a élaborer une théo-
rie des fluides visqueux.
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