équations comportant quatre fonctions
inconnues de la position et du temps: les
trois composantes (u,v,w) de la vitesse
du fluide (selon les axesOx, Oy et Oz res-
pectivement) etla pressionp. Afin de déter-
miner un systeme unique de solutions, il
est nécessaire d’introduire une équation
supplémentaire, qui traduit localementla
conservation de la masse du fluide.

Euler avait également énoncé ces équa-
tions dansle cas de fluides compressibles;
le cas incompressible s’en déduit en sup-
posant que la densité du fluide est une
constante, indépendante du temps et de
la position.

11 est facile de voir que les équations
d’Euler sont un cas particulier des équa-
tions de Navier-Stokes: les secondes se
ramenent aux premieres en annulant le
terme de viscosité, lié aux frottements.

Les équations d'Euler font apparaitre
une difficulté qu’elles partagent avec les
équations de Navier-Stokes: elles sontnon
linéaires. La propriété de non-linéarité, qui
peut se lire aisément sur une équation,
signifie que la somme de deux solutions
possibles de 1'équation ne constitue pas,
en général, une autre solution possible.

Cela implique des différences impor-
tantes par rapport aux équations linéai-
res. Par exemple, des ondes régies par des
équations linéaires peuvent se maintenir et
se superposer sans interagir et se pertur-
ber mutuellement. En outre, les solutions
d’équations linéaires ne peuvent pas deve-
nir beaucoup plus complexes que les condi-
tions aux limites (la donnée des vitesses du
fluide surle bord delarégion qu'il occupe)
ou les conditions initiales (la donnée des
vitesses initiales du fluide). En revanche,
dans le cas d"une équation non linéaire,
méme une situation géométrique trés
simple peut donner lieu a une solution
(un écoulement) d'une grande complexité.

Laviscosité,
facteur de regularite

Le frottement, qui entraine une dissipa-
tion d’énergie, est un élément modérateur
dans les écoulements. Cela explique que
les équations d’Euler soient souvent
plus «turbulentes» encore que celles de
Navier-Stokes. Par exemple, les solutions
des équations d’Euler peuvent décrire des
écoulements oti le fluide est cisaillé et
o, par conséquent, la vitesse du fluide
n’est pas définie sur toute une surface. En
fait, pour ces raisons, on sait qu’il n’est
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3. SIMULATION NUMERIQUE DE LECOULEMENT d'un film d’eau savonneuse, de haut en bas,

a travers lequel sont installés des obstacles (dix petits cercles en amont, analogues a des piliers
de pont sur une riviére, et une autre série de petits cercles disposés sur le bord gauche). Les
cinq images montrent I'état du fluide a des instants successifs. Les parties en bleu correspon-
dent a des tourbillons tournant dans un sens, les parties en rouge a des tourbillons tournant
dans le sens contraire. Les obstacles sont responsables de la turbulence de I'écoulement en
aval. ll sagit |a d’'une turbulence a deux dimensions, que les mathématiciens et physiciens com-
prennent mieux qu’en trois dimensions. En fait, en deux dimensions, les équations de Navier-Sto-
kes sont aussi mieux maitrisées, et on a su prouver dans ce cas a la fois I'existence et I'unicité

de solutions régulieres.

pas possible d’obtenir un énoncé géné-
ral d"unicité des solutions pour les équa-
tions d’Euler.

Dans la réalité cependant, les flui-
des ne souffrent pas de ces ambiguités
et semblent avoir des vitesses bien défi-
nies partout. On en conclut qu'un élé-
ment crucial n’est pas pris en compte dans
les équations d’'Euler. Cela a conduit Gre-
gori Tokaty, mécanicien des fluides d’ori-
gine russe disparu en 2003, a proposer
la métaphore suivante: avec ses équa-
tions, le tailleur de génie Euler nous a
confectionné un pantalon, certes magni-
fique, mais dépourvu de tout bouton.
Ce qui empéche ce pantalon de glisser
(ou les fluides de se décomposer), c’est
I"omniprésence d"un frottement qui, dans
le cas des fluides, est désigné par le terme
de viscosité. Si ce phénomene est fami-
lier pour des liquides tels que le miel ou
I'huile, il I'est moins pour les gaz; les
scientifiques ont d’ailleurs mis longtemps
a appréhender le role crucial joué par la
résistance de I'air et a élaborer une théo-
rie des fluides visqueux.
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Newton avait déja formulé 'hypothese
selon laquelle, dans un fluide visqueux
s’écoulant entre deux parois, apparaissent
des forces de cisaillement proportionnel-
les a la vitesse du fluide. Cent cinquante
ans plus tard, I'ingénieur polytechnicien
frangais Claude-Louis Navier, avec son
Mémoire sur les lois du mouvement du fluide
de1822, réalisait une percée dans la prise
en compte de la viscosité.

Attiré par I’atomisme de Pierre-
Simon de Laplace (1749-1827), Navier a
inscrit ses travaux dans le cadre de la
théorie moléculaire. Mais il s’est appuyé
sur les méthodes de la mécanique des
milieux continus et la théorie de 1'élas-
ticité, développées en particulier vers
1820 par le mathématicien francais
Augustin-Louis Cauchy.

Pour expliquer la viscosité, Navier pos-
tula I'existence d’une force d’attraction
entre deux molécules, I'intensité de cette
force décroissant rapidement avec la dis-
tance, etil en déduisit de fagon remarqua-
ble une équation utilisable a 1’échelle
macroscopique. Il énonga aussi qu'un
fluide visqueux ne peut glisser parfaite-
ment le long des parois d"un conduit; au
contraire, sa vitesse au niveau des parois
doit étre proche de zéro. C’est la «condi-
tion de non-glissement» du fluide le
long des parois.

Certains désaccords entre la théorie
de Navier et les observations, ainsi que
le besoin de clarifier plusieurs points dans

LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

ans 'espace tridimensionnel, les équations de Navier-Stokes censées régir |'écoulement
d'un fluide incompressible s'écrivent:

a—u+uﬂ+vﬂ+wa—u+a—p— ﬂ+az—u+ﬂ)=f
dt dIx dy dz Ix Ix° Iy’ 97
a—V+ua—v+vﬂ+wa—v+l9—p—v((;.2—v az—v+az—v)=g
dt  dx dy Jdz dy x> dy* 97

Do, B, B O G0 P Py P
dt  Ix dy dz dz Ix* Iy’ 97

Elles reviennent a ajouter aux équations d'Euler un terme correspondant a la force de visco-
sité. Le terme de viscosité se compose du coefficient de viscosité v multiplié par une somme
de dérivées secondes de la vitesse. Cette somme s'exprime de facon compacte a I'aide de
I'opérateur «laplacien », noté par la majuscule grecque A (delta) et défini par:

> u

P u JFu

Au=—+—+—.
ax*  dy* 97

Les équations de Navier-Stokes prennent alors I'expression vectorielle suivante :

E
ot

+W-V)v+Vp—vAv=f.

La conservation de la masse est également vérifiée par les équations de Navier-Stokes, et s'ex-
prime par la méme équation que pour les équations d'Euler (V. v = 0).
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les raisonnements, ont rendu Navier per-
plexe et les autres scientifiques ne furent
pas convaincus. Mais les équations
étaient en place.

Quelques années plus tard, toujours
en France, Adhémar Barré de Saint-
Venant parvenait a faire progresser la
théorie des fluides visqueux sans utiliser
d’hypotheéses de nature moléculaire. Dans
son Mémoire sur la dynamique des fluides
présenté en 1834 al’Académie des scien-
ces, Barré de Saint-Venant se concen-
trait sur la modélisation de la vitesse
relative des particules de fluide, le terme
«particule » devant ici se comprendre
au sens de lamécanique du continu, c’est-
a-dire comme un volume infinitésimal de
fluide. Sil'on considere deux particules
de fluide adjacentes se déplagant a des
vitesses différentes, une force de cisail-
lement résulte du frottement entre les
deux particules.

Contrairement a la pression hydrostati-
que, la force de cisaillement ne s’exerce
pas perpendiculairement a l'interface
des deux particules fluides, mais tangen-
tiellement. Barré de Saint-Venant adopta
alors pour hypothese que les forces de
cisaillement apparaissent dans la direc-
tion de 1'écoulement - plus précisément
dans le sens du mouvement relatif des
deux particules de fluide - et qu’elles sont
proportionnelles a la vitesse relative des
deux particules.

On montre qu'il résulte de ces forces
de cisaillement, quis’opposent a la vitesse
relative de deux particules fluides en
contact, une viscosité qui lisse les différen-
ces de vitesses entre un point du fluide et
ses voisins. La force de viscosité corres-
pond alors, dans les équations de Navier-
Stokes, a un coefficient de viscosité, noté
par la lettre grecque v, multiplié par la
somme des dérivées spatiales d’ordre deux
de la vitesse (voir I'encadré ci-contre).

Ainsi, Barré de Saint-Venant avait fran-
chi un pas significatif pour établir les équa-
tions de Navier-Stokes. Et pourtant, son
nom ne leur est pas associé. Pourquoi ? En
fait, les travaux de Barré de Saint-Venant
n’ont été imprimés, et donc diffusés,
qu’en 1843. Indépendamment, le physi-
cien britannique George Gabriel Stokes
publia en 1845 des résultats similaires dans
sa these On the theories of the internal fric-
tion of fluids in motion. De fagon un peu
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