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LOGIQUE & CALCUL

Le défi des faibles complexités

Comme les trés petites durées ou longueurs,
les faibles complexités sont délicates a estimer.

Paradoxalement, leur évaluation exige des calculs colossaux.

Jean-Paul DELAHAYE

renons un objet défini par un

grand nombre de données, par

exemple une photo numérique

ouletexte dunlivre. Le bon sens
nous souffle que plus grande est la quan-
tité d’'information nécessaire pour décrire
l'objet, plusil est « complexe ». Le corollaire
est que plus votre objet est complexe, plus
sa transmission prendra du temps.

Si'image a laquelle nous nous inté-
ressons est toute noire (par exemple un
carré d'un million de pixels noirs), la bréve
description «'image a pour dimension
1000 x 1 000 et tous ses pixels sont noirs »
suffit pour la connaitre avec une parfaite
précision. Dans le cas d’'une photographie
de visage, méme les meilleures méthodes
de description exigeront des milliers de bits
d’information. Le visage est plus com-
plexe etlavaleur de cette complexité déter-
minera le co(t de la transmission.

Les théoriciens ont précisé cette fagon
naturelle et intuitive d'envisager la com-
plexité d’une suite de O et de 1. Cest le
concept de complexité introduit vers 1965
en méme temps par Andrei Kolmogorov et
Gregory Chaitin. La complexité de Kolmo-
gorov d'un objet numérique s estlataille K(s)
du plus court programme informatique, une
description optimale de s, qui, exécuté,
reconstitue exactements. Lataille d'un fichier
compressé de l'objets est une mesure de
sa complexité. En effet, 'algorithme de
décompression, partant de ce fichier, recons-
titue toutes les données de l'objets (on n'en-
visage ici que la compression sans perte] ;
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nous considérons donc ce fichier compressé
comme un programme dont la taille est
approximativement celle du programme le
plus court donnants.

Etudiée depuis la décennie 1960, la
complexité de Kolmogorov a été appliquée
en physique, en biologie et méme en
économie. Elle permet de concevoir clai-
rement ce quest le contenu en informa-
tions d’un objet.

Avec la complexité de Kolmogorov, nous
savons caractériser mathématiquement
une suite aléatoire, ce dont était incapable
la théorie classique des probabilités: une
suite aléatoires de n bits d'information (une
suite de n fois 0 ou 1) est une suite dont la
complexité de Kolmogorov K(s) est envi-
ron n. Une suite infinie aléatoire est une
suite dont aucun début (la suite des n pre-
miers bits) n'est sensiblement compres-
sible. Au contraire, la suite infinie 01010101....
n'est pas aléatoire, car on peut définir de
fagon concise ses 2n premiers bits par
«n fois 01 ».

Le calcul des valeurs approchées de
la complexité de Kolmogorov, grace aux
algorithmes de compression de données
sans perte, rend le concept utilisable: la
figure 1 propose des exemples de calcul de
la complexité de Kolmogorov pour des
images numériques. Certaines méthodes
de classification de textes, de musiques et

de séquences génétiques ont été déduites
d’algorithmes de compression de données.

Cette théorie a cependant un défaut:
elle ne permet de mesurer la complexité
d’un objets que s'il est assez grand (supé-
rieur 3 quelques centaines de bits). La rai-
son de cette limitation est que la définition
de K(s) dépend du langage de program-
mation utilisé pour obtenirla «longueur du
plus court programme » : selon le langage
choisi, la complexité de Kolmogorov subit
des variations qui ont peu d'importance lors-
qu’il s’agit de longues séquences de O et
de 1, mais quienlévent tout sens aux résul-
tats concernant les petites séquences.

Pourtant, il semble censé d’envisagerla
complexité de Kolmogorov des séquences
courtes. En effet, il parait clair que, par
exemple, la séquence de sept bits 1001101
est plus complexe que la séquence
0000000, et que laséquence 0001000 est
d’'une complexité intermédiaire a celles des
deux précédentes. Nous avons donc une
idée intuitive d’un classement par com-
plexité croissante des séquences courtes.
Comment faire pour que la théorie donne
un sens a ce que notre intuition percoit, et
que cette théorie s’applique a la fois aux
séquences courtes et longues ?

Le probléme arésoudre est un probleme
de thermomeétre : parmi tous les instru-
ments de mesure qui conduisent a des éva-
luations de la complexité de Kolmogorov,
mais qui différent par des constantes addi-
tives, n'y en aurait-il pas un meilleur, ou
devant étre préféré, au moins sur un plan
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a complexité de Kolmogorov

d'un fichier informatique s est
la taille du plus court programme,
mesurée en nombre de bits, capable
de produire le fichier s.

Un algorithme de compression
de données transforme un fichier
informatique s en un fichier « com-
pressé » s”. Certains algorithmes
sont dits « sans perte», car lors-
qu’on décompresse le fichier s’,

celui-ci redonne exactement le
fichier initials. Ces algorithmes
sans perte nous intéressent, car
le fichier compressés’ peut étre
assimilé a un programme minimal.
La taille du fichier compressés’ est
donc une valeur approchée de la
complexité de Kolmogorov du
fichier initial s.

Voici une photo du volcan
Bromo situé a |'Est de I'fle de Java

en Indonésie. Plusieurs parties de
I'image de méme taille géomé-
trique (mesurée en nombre de
pixels) ont été sélectionnées et
confiées a un algorithme de com-
pression de données sans perte,
I"algorithme PNG.

La taille des fichiers compres-
sés varie en fonction de la com-
plexité de la partie de photo
sélectionnée. Le ciel presque uni-
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forme (image A) a une complexité
de 324 kilo-octets (1 kilo-octet
= 8192 hits). Le panache de pro-
jections émis par le volcan
(image B) est un peu plus complexe
(400 kilo-octets).

Les autres parties sont encore
plus complexes: I'image C a une
complexité de 416 kilo-octets; D,
de 420kilo-octets; E, de 512kilo-
octets; et F, de 544 kilo-octets.
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ertaines méthodes séduisantes utilisées
C pour le calcul de la complexité des
courtes séquences sont insuffisantes. En
effet, elles ne coincident pas avec la com-
plexité de Kolmogorov quand la longueur
des ségquences augmente, ce qui est néces-
saire pour que la mesure soit satisfaisante.

L'entropie de Shannon est définie par
I'expression =3 p; log p; (oui p; est une fré-
quence). Avec une suite binaire, cela donne
[~p, logp,—p, logp, ], ol p, etp, sont res-
pectivement les densités de 0 et de 1 dans
la séquence. Avec cette mesure, la suite
01010101010101010101 est la plus com-
plexe possible pour une suite longueur 20
(elle a autant de 0 que de 1). Or la suite
10010111010100001011, qui a la méme
entropie de Shannon et la méme longueur,
est plus complexe. L'entropie de Shannon
ne prend en compte que les fréquences de 0
et de 1; ce n'est pas suffisant pour savoir si
une séquence est simple ou complexe. C'est
une mesure statistique qui ne prend méme
pas en compte les répétitions.

La complexité par facteurs d'une
suites est déterminée par le nombre de fac-
teurs différents qu'on trouve dans s. Un
facteur est une suite de symboles contigus.
Ainsi, la séquence 00000 possede cinq fac-
teurs différents: 0, 00, 000, 0000, 00000.
Elle a comme complexité 5. La séquence
01011 possede les 11 facteurs différents 0,
1,01, 10, 11, 010, 101, 011, 0101, 1011,
01011 et elle est donc plus complexe.

Cette mesure est mauvaise, car elle
attribue a certaines suites réguliéres une
grande complexité. Ainsi, la suite de Cham-
pernowne obtenue en écrivant les entiers en
binaire les uns derriére les autres (01 10 11
100101 110 111 1000 etc.) met en défaut
la mesure par facteurs. Par exemple, la suite
0110111001011101111000 (les entiers
jusqu’a 8) n'est pas complexe, car on
peut la définir brievement et pourtant, elle
contient un trés grand nombre de facteurs.
La mesure de complexité par facteurs ne
peut pas étre adoptée: une mesure géné-
rale doit étre équivalente a la complexité
de Kolmogorov lorsque les longueurs
tendent vers I'infini, or ce n'est pas du tout
le cas ici.
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pratique ? Linstabilité des thermometres
les plus simples (ceux fondés sur la lon-
gueurminimale des programmes) les rend
inutilisables pour le classement des faibles
complexités.

La solution est apparue il y a environ
cing ans. Un thermomeétre nouveau, mis
au point au Laboratoire d’informatique
fondamentale de Lille selon les idées et
les programmes de Hector Zenil, donne des
réponses satisfaisantes pourles courtes et
les longues séquences. Il définit une com-
plexité conforme a I'idée générale de Kol-
mogorov pour les grandes complexités et
classe, comme on I'attend, 0000000,
0001000, 1001101, ou toutes les séquences
pourlesquelles notre intuition n’hésite pas.

Le nouveau thermométre que nous
détaillerons possede un défaut: il est extré-
mement colteux en calcul. En pratique, il ne
donne de résultats que pour les séquences
trés courtes et, de ce point de vue, les
méthodes par compression restent incon-
tournables. Comme en astronomie oU, selon
le type d'objets et leur éloignement, on utilise
un procédé ou un autre pour évaluer les dis-
tances, dans les mesures de complexité, on
doit adopter des méthodes hybrides avec
recollement de plusieurs procédés.

Lidée sous-jacente aux thermométres pour
les basses complexités est fondée sur
une propriété remarquable de la complexité
de Kolmogorov : plus un objet est simple,
plus il est produit fréquemment quand on
fait fonctionner un ordinateur en lui don-
nant des programmes choisis au hasard.
Un langage de programmation universel
étant donné (Java, C, Pascal, Basic sont de
tels langages), nous imaginerons que nous
tirons au hasard des programmes écrits dans
ce langage (en fait on peut écrire les pro-
grammes en binaire et tirer un programme
au hasard revient a tirer une suite de 0 et
de 1 jusqu’a avoir un programme complet).
Nous tomberons souvent sur des programmes
grammaticalementincorrects (donc ne fonc-

tionnant pas) ou sur des programmes qui
tourneront sans produire aucunrésultat. Ces
programmes ne nous intéressent pas: seuls
ceux qui produisent en sortie une suite finie
de Oetde 1ets’arrétentsont pris en compte.
Les expériences montrent quen procédant
ainsi, on obtient plus souvent 0000000 que
1001101 : la probabilité d'obteniren sortie une
suite de grande complexité est plus faible que
la probabilité d'obtenir une suite de faible com-
plexité. Cette probabilité se nomme mesure
de Solomonoff-Levin, enhonneur de Ray Solo-
monoff (1926-2009) et Leonid Levin (pro-
fesseur a I'Université de Boston), qui ont
identifié ce phénomene.

Un théoréme, clef des thermomeétres
pour les faibles complexités, fait le lien avec
la complexité de Kolmogorov. Ce théoreme
affirme que K(s) est environ égal a
—log,SL(s], ou log, est le logarithme en
base 2 (onalog, (x) =logx/log 2). Entermes
mathématiques, K(s) étantune complexité
de Kolmogorov définie par un langage de
programmation et SL (s lamesure de Solo-
monoff-Levin associée au méme langage,
il existe une constante c, indépendante
de la séquences, telle que:

‘ |-log,SL(s)—K([s]|<c.

Al'infini, —log, SL(s] et K(s] ne diffe-
rent au plus que d’'une constante fixée une
fois pourtoutes. La quantité —log, SLs) est
doncaussiintéressante qu’'une complexité
de Kolmogorov mesurée par les plus courts
programmes et coincide presque avec elle
pour les longues séquences.

Le premier avantage a considérer le
nombre —log, SL(s) plutot que K(s] pro-
vient de ce que c’est un nombre bien plus
stable. En changeant de langage de pro-
grammation, ou seulement en modifiant
|égérement la définition d’'un langage de
programmation choisi, nous ferons beau-
coup varier K(s) pour les petites séquences,
ce quiempéche, nous I'avons vu, de donner
un sens a ce qu'on obtient. Enrevanche, le
nombre —log, SL(s] ne varie que trés peu.
La raison est que ce nombre résulte d’'un
lissage opéré sur un tres grand nombre de
données dd au fonctionnement d’une
multitude de programmes.

Cependant, 'argument le plus puissant
qui fait s'intéresser a la mesure de Solo-
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