sont généralement pas l'opposé de nombres
premiers. Pire, il est presque impossible de
luifaire produire des nombres positifs sans
comprendre la fagon dontil a été construit.
Par conséquent, sivous procédez au hasard,
ne soyez pas étonné de ne tomber que sur
des nombres négatifs et... composés !

En considérant 'expression :
Q=2+ (P-2+|P-2|)/2 quivaut P quand
P>?2et2quandP <2, onobtient une fonc-
tion qui est polynomiale a l'exception de l'uti-
lisation de la valeur absolue. Cette expression
« quasi polynomiale » ne donne que des
nombres premiers et les donne tous, ce
qui est assez remarquable. Malheureuse-
ment, elle donne 2 le plus souvent, et lui faire
produire d’autres nombres premiers est
aussi difficile que faire produire des nombres
premiers a P: en procédant au hasard,
vous tomberez presque toujours sur Q = 2.

En 2003, Nachiketa Gupta, de I'Univer-
sité de Pennsylvanie, a étudié comment
on peut produire des nombres premiers avec
ce type de polyndmes. Son mémoire de these
se termine par le traitement du cas 2, cest-
a-dire par la détermination des valeurs des
26 variables qui permettent d’avoir P = 2.

Lexistence du polynéme de Jone-Sato-
Wada-Wiens, inutile en pratique, a une consé-
quence théorique intéressante. Il est possible
de vérifierqu'un nombre n est premier en opé-
rant au plus 87 additions et multiplications,
cars’illest, il existe unjeude valeurs pourles
26 variables du polynéme qui donne n.

En pratique, cependant, trouver les
bonnes valeurs des 26 variables condui-

nombres premiers. T. Tao (g] a prouvé avec B. Green que pour tout entier k,
il existe une infinité de suites arithmétiques de longueur k, composées
uniqguement de nombres premiers. R. Mollin (h) a généralisé le poly-
noéme d’Euler et démontré, sous réserve d’une conjecture vraisem-
blable, que si M est un entier fixé (aussi grand qu’on le désire), il existe
un entier k tel que le polyndme n? + n + k donne des nombres premiers
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2. Le polynome de Jones

P = (k+2) {1-[wz+ h+j—q>- [(gk+2g+k+1)(h+)) + h—2? = 2n+ p+ g+ z—€]?
—[16(k+1)3(k+2)(n+1)2+1-f2]2 = [e3(e+2)(a+1)>+1-0%]2 = [(a®—1)y?+ 1 - x?]?
—6riyY@-1)+1-u?? - [((a+ u*(u?—a))*—
- [(@=1)2+1-m22=[ai+ k+1—/-i]? = [p+ Ka—n—1) + b(2an+2a—n?-2n-2)—m]*
—l[g+yla—p-1)+sQap+2a—p*-2p-2)-x? - [z+ pla—p) + t(2ap—p>—1) - pm]}

(n+4dy? +1-(x+ >~ [n+[+v—yJ?

santan sera trés long: contrairement a ce
que pensent de nombreux mathématiciens,
trouver une preuve courte est parfois un jeu
inutile et maladroit.

Ce dernier point est confirmé par le
résultat suivant, obtenu par des méthodes
duméme type. Siun systeme S de démons-
tration est donné (par exemple la théorie
des ensembles de Zermelo-Fraenkel, sys-
téme suffisant pour pratiquement toutes
les mathématiques], alors on peut trouver
un polyndme associé au systéme Stel que,
quelle que soit la longueur de la démons-
tration d'une formule F de S, il existe une
démonstration de I'affirmation que « F est
un théoréme de S » faisable en 100 addi-
tions et multiplications. Autrement dit, celui
qui reste dans le systéme S est parfois
obligé de faire de trés longues démons-
trations, mais celui qui calcule le polynéme
associé a S dispose, lui, de la possibilité
—théorique — d’établir tout résultat démon-
tré par S a 'aide d’'une série de 100 opé-
rations arithmétiques au plus.

Ce jeu avec les polyndmes a conduit
récemment Christoph Baxa a écrire explici-
tement un polynéme a coefficients entiers

dont les valeurs indiquent toutes les déci-
males du nombre e (ou du nombre 7 qui
se trouve donc codé par la donnée d’un
nombre fini d’entiers.

Des algorithmes
polynomiaux

Puisque les polynémes sont des fonctions
lentement croissantes (comparées aux fonc-
tions exponentiellesn -2",n—-n!,n —-n",
etc.), la question de savoir s'il est difficile
ou non de tester la primalité (c'est-a-dire
la nature premiére ou non d’un entier) se
formule ainsi: existe-t-ilun algorithme indi-
quant si 0Ul ou NON I'entier n est un nombre
premier, et dont le temps de calcul pour n
estinférieuralavaleurd'un polynéme dont
lavariable estlalongueurdel'écritureden ?
Plus brigvement : existe-t-il des tests de pri-
malité polynomiaux ?

On a longtemps pensé que la réponse
était positive, sans réussir a le démontrer.
Ce n'est quen 2002 qu’une équipe de trois
mathématiciens indiens, Manindra Agrawal,
Neeraj Kayal, Nitin Saxena, a réglé le pro-
bleme affirmativement en proposant un test

y

pourn=0,1,2,..,M. M. Agrawal (i] a prouvé avec ses collégues N. Kayal
et N.Saxena qu'il existe des tests de primalité polynomiaux. Ch. Mau-
duit (j) adémontré avec J. Rivat que, dans les progressions arithmétiques
de Dirichlet, il y a autant de nombres premiers dont lasomme des chiffres
de leur écriture décimale est paire, que de nombres premiers dont la
somme des chiffres est impaire.
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3. Records de progressions arithmétiques de nombres premiers

Les trois nombres premiers les plus grands
en progression arithmétique:
9094283341425 x 2666669— 1

+n x 3228941 5560495 x 2666666
pourn=0,1,2.

Le premier terme possede 200701 chiffres
décimaux. Cette progression a été trouvée en
mars 2011 par David Broadhurst. Il est bien sar
plus difficile de trouver quatre nombres premiers
en progression arithmétique que d'en trouver
trois. Il y a donc aussi un record pour quatre,
cing, etc.

Les quatre nombres premiers les plus grands
en progression arithmétique:

1631979959 x 225000 - 1
+n x (164196977 x 280000
—1631979959 x 225000) pourn =0, 1, 2, 3.

Cette progression a été trouvée en 2010 par
D. Broadhurst.

Les cinq nombres premiers les plus grands
en progression arithmétique:

(82751511 + 20333209 x n) x 162294 + 1
pourn=0,1,2,3,4.

La notation k# désigne le produit de tous
les nombres premiers inférieurs ou égaux a k (par
exemple, 7# =2 x 3 x 5 x 7 = 210). Cette pro-
gression a été trouvée en 2009 par Ken Davis.
Plus une progression arithmétique est longue,

plus elle est difficile a découvrir. Méme si |'on
sait, grace au théoreme de B. Green et T. Tao,
qu'il existe des progressions arithmétiques de
nombres premiers de toute longueur, le record
actuel n'est que de 26.
La plus longue progression arithmétique de
nombres premiers:
43142746595714191 +23681770 x 23# x n
pourn=0,1,2,3, .. 25

Cette progression de 26 termes a été trou-
vée en 2009 par Benoit Perichon.

Pour une liste plus compléte de tels records :
http://users.cybercity.dk/~dsl522332/math/
aprecords.htm
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de primalité polynomial (voir Pour la Science
n°303, janvier 2003, pages 98-103).

Bien sar, un algorithme dont le temps
de calcul estun polynéme de degré 50 est
moins intéressant qu’un algorithme dontle
temps de calcul estun polyndme de degré 2.
Une fois trouvé un test de primalité poly-
nomial, le travail n’était donc pas terminé,
et on a tenté d’obtenir des tests polyno-
miaux de degré aussi petit que possible.

L'analyse de I'algorithme des trois cher-
cheurs indiens montre que leur test est de
degré 12, ce qui est beaucoup. Mais en
admettant une conjecture considérée
comme probable, on établit que leur algo-
rithme permet un test de degré 6.

On a d’abord trouvé une preuve, n'utili-
sant cette fois aucune conjecture, avec des
polynémes de degré 11, puis 8. Une variante
de I'algorithme a été proposée par Carl Pome-
rance et Henry Lenstra, et ils prouverent
en 2005 que leur test est polynomial de
degré 6. Une autre variante fut prouvée de
degré 3, mais cette fois, sous réserve d'une
conjectureassez risquée. Ce degré 3 ne doit
donc pas étre considéré comme acquis.

Enfin, un autre résultat établit que, sauf
cas exponentiellement rares, la primalité est
démontrable entemps polynomial de degré 4.
On ne pense pas pouvoir faire mieux. Cela
conduit a la conclusion suivante, probable-
ment définitive : prouver qu’un entier n est
premier exige un temps de calcul qui aug-
mente comme un polynéme de degré 4 de
lalongueurde 'entier nauquel on s'intéresse.

Notons cependant que pourl'instant les
algorithmes polynomiaux mis au point et
prouvés tels ne sont pas aussi rapides que
les anciens algorithmes (qui eux ne sont
pas prouvés polynomiaux !). Lapproche
théorique n'est pas pourautantinutile, mais
il faudra peut-étre attendre un moment pour
qu'elle ait des retombées pratiques.

Des suites
arithmétiques

Abordons maintenant les suites arithmé-
tiques de nombres premiers. Les plus
simples des polynémes sont les formes
linéaires:n — an + b.

Nous avons vu qu'une telle expression
ne donne pas des nombres premiers pour
tout entier n (sauf si elle est constante et
égale 3 un nombre premier). En revanche,
il n'est pas interdit qu’elle donne une infi-
nité de nombres premiers. Lune des plus
simples questions liant nombres premiers
et polyndémes est ainsi celle de I'existence
de parametres a et b tels qu’il y ait une
infinité de nombres premiers de la forme
an + b quandn prend des valeurs entieres.

Bien sdr, il ne peut pas y avoir une infi-
nité de nombres premiers de la forme
5n + 10 puisque tout nombre de cette forme
est multiple de 5sin est entier. Plus géné-
ralement, sia etb sont multiples d'un méme
entier k > 1 (on dit qu'ils ne sont pas pre-
miers entre eux), alors les nombres de la
forme an + b ne peuvent pas étre premiers
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