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R e g a r d s

de 2004 indique que pour tout entier posi-
tif k, il existe une infinité de suites arith-
métiques de longueur k composées
uniquement de nombres premiers. On peut
donc trouver des progressions arithmé-
tiques de nombres premiers de toutes lon-
gueurs... cela même si on n’en connaît pour
l’instant aucune de plus de 26 termes
(voir la figure 3).

En 2006, un perfectionnement des
méthodes utilisées pour ce premier résul-
tat a conduit T. Tao et Tamar Ziegler à l’énoncé
remarquable suivant concernant les pro-
gressions polynomiales de nombres pre-
miers : si P1, P2, ..., Pn sont des polynômes
sans terme constant (c’est-à-dire vérifiant
Pi(0) = 0), alors on peut trouver un a et un b
(et même une infinité de a et de b) tels que
P1(a) + b, P2(a) + b, ..., Pn(a) + b soient
tous des nombres premiers.

Avec P1(a) = a, P2(a) = 2a, ..., Pn(a) = na,
on retrouve le résultat de B. Green et T. Tao
qu’il existe des progressions arithmétiques
de nombres premiers aussi longues qu’on
le veut : a + b, 2a + b, ..., na + b. 

Bien d’autres énoncés intéressants sur
les suites polynomiales de nombres pre-
miers en résultent. Par exemple, en prenant
P1(a) = a, P2(a) = a2, ..., Pn(a) = an, on obtient
le résultat nouveau qu’il existe des suites

de nombres premiers aussi longues qu’on
le veut de la forme a + b, a2 + b, ..., an + b.

Ces résultats sont positifs : les mathé-
maticiens savent trouver des nombres pre-
miers ayant une forme donnée ou, au moins,
réussissent à prouver qu’ils existent. Mais
d’autres résultats sont moins brillants :
nous restons bien ignorants des valeurs
premières des polynômes les plus simples.
Ainsi, bien que cela ait été conjecturé depuis
longtemps, personne ne réussit à démontrer
qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers de la forme n2 + 1.

Un blocage pour n2 + 1
Une conjecture de Viktor Bunyakovsky datant
de 1857 affirme que, sauf si c’est impos-
sible pour une raison simple (voir plus bas),
toute formule polynomiale de degré 2
engendre une infinité de nombres premiers.
Selon cette conjecture, si P(n) est un poly-
nôme à coefficients entiers, alors deux cas
sont possibles : (a) toutes ses valeurs sont
multiples d’un entier k > 1 ; (b) P(n) produit
une infinité de nombres premiers. 

Voyons deux exemples. Le polynôme
n2 + n + 4 ne donne que des nombres pairs
(si n est pair, n2 + n + 4 l’est aussi ; si n est
impair, n2 est impair et n2 + n + 4 est alors
pair), donc toutes ses valeurs sont mul-
tiples de 2 ; nous sommes dans le cas (a).

En revanche, le polynôme n2 + 1, pour
les valeurs n = 1, 2, 3, 4, 5, donne 2, 5, 10,
17, 26 qui ne sont pas multiples d’un même
nombre entier. D’après la conjecture de
Bunyakovsky, nous sommes dans le cas (b)
et le polynôme n2 + 1 doit donner une infi-
nité de nombres premiers.

Notons que la conjecture est démon-
trée dans le cas des polynômes de degré 1,
car elle est alors équivalente au théorème
de Dirichlet ; mais on ne sait la démontrer
pour aucun autre polynôme. Pire, on ne sait
même pas prouver que les polynômes qui,
d’après la conjecture, doivent donner une
infinité de nombres premiers, en donnent
tous au moins un !

Parmi les cas délicats qui inquiètent sur
la véracité de la conjecture, il y a le poly-
nôme n12 + 488 669 qui ne donne aucun
nombre premier avant n = 616 980.

U ne des plus étranges façons de relier poly-
nômes et nombres premiers a été pro-

posée par Yuri Matiyasevich. À partir du simple
polynôme P(n) = n2, il explique comment un
tracé de segments de droites conduit direc-
tement à l’ensemble des nombres premiers.

On part de la parabole y = x2. On y repère
les points d’abscisse entière ayant une valeur
absolue supérieure à 2, à savoir les abscisses
2, – 2, 3, – 3, 4, – 4, etc. Ce sont les points :
M(2, 4), M’(–2, 4), M(3, 9), M’(–3, 9), M(4, 16),
M’(–4, 16), etc. 

On relie les points M avec les points M’, ce
qui donne des segments qui coupent l’axe Oy
en des points d’ordonnée entière. Le segment
reliant M(n, n2) et M’(–m, m2) coupe l’axe Oy
en (0, nm). De ce fait, tous les nombres compo-
sés sont traversés par au moins deux segments.
Les nombres premiers apparaissent donc sur l’axe
Oy comme les points ayant une ordonnée entière

et qui ne sont coupés par aucun segment. L’en-
semble des nombres premiers a ainsi été déduit
géométriquement du polynôme P(n) = n2.

5 .  U n  c r i b l e  g é o m é t r i q u e
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