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5.Un crible géométrique

ne des plus étranges fagons de relier poly-
U ndémes et nombres premiers a été pro-
posée par Yuri Matiyasevich. A partir du simple
polyndme P(n) = n?, il explique comment un
tracé de segments de droites conduit direc-
tement a I'ensemble des nombres premiers.

On part de la parabole y = x2. On y repére
les points d'abscisse entiére ayant une valeur
absolue supérieure a 2, a savoir les abscisses
2,-2,3, -3, 4, -4, etc. Ce sont les points:
M(2, 4), M'(=2, 4), M(3, 9), M'(=3, 9), M(4, 16),
M’(-4, 16), etc.

On relie les points M avec les points M’, ce
qui donne des segments qui coupent I'axe Oy
en des points d'ordonnée entiere. Le segment
reliant M(n, n?) et M'(=m, m?) coupe I'axe Oy
en (0, nm). De ce fait, tous les nombres compo-
sés sont traversés par au moins deux segments.
Les nombres premiers apparaissent donc sur |'axe
Oy comme les points ayant une ordonnée entiére

/
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et qui ne sont coupés par aucun segment. L'en-
semble des nombres premiers a ainsi été déduit
géométriquement du polynéme P(n) = n?.
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de 2004 indique que pour tout entier posi-
tifk, il existe une infinité de suites arith-
métiques de longueur k composées
uniquement de nombres premiers. On peut
donc trouver des progressions arithmé-
tiques de nombres premiers de toutes lon-
gueurs...celaméme sion n'en connait pour
I'instant aucune de plus de 26 termes
(voir la figure 3).

En 2006, un perfectionnement des
méthodes utilisées pour ce premier résul-
tataconduit T.Tao et TamarZiegler a 'énoncé
remarquable suivant concernant les pro-
gressions polynomiales de nombres pre-
miers:siP,,P,, .., P_sontdes polynomes
sans terme constant (c'est-a-dire vérifiant
P.(0) =0),alors on peut trouverunaetunb
(etméme uneinfinité de aetde b) tels que
P,(a) + b,P,(a) + b, .., P_[a] + b soient
tous des nombres premiers.

AvecP,(a)=a,P,(a) =2a,..,P (a] =na,
on retrouve le résultat de B. Green et T. Tao
qu'ilexiste des progressions arithmétiques
de nombres premiers aussi longues qu’on
leveut:a+b,2a+b,...,na+b.

Bien d’autres énoncésintéressants sur
les suites polynomiales de nombres pre-
miers en résultent. Par exemple, en prenant
P,(a)=0,P,(a)=d?..,P (a)=a",onobtient
le résultat nouveau qu'il existe des suites

de nombres premiers aussi longues qu’on
le veut de la forme a + b, a2 +b, ..., a" + b.

Ces résultats sont positifs : les mathé-
maticiens savent trouver des nombres pre-
miers ayantune forme donnée ou,aumoins,
réussissent a prouver qu'ils existent. Mais
d’autres résultats sont moins brillants :
nous restons bien ignorants des valeurs
premieres des polyndmes les plus simples.
Ainsi, bien que cela ait été conjecturé depuis
longtemps, personne ne réussit a démontrer
qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers de la forme n®+ 1.

Une conjecture de Viktor Bunyakovsky datant
de 1857 affirme que, sauf si c’est impos-
sible pour une raison simple (voir plus bas),
toute formule polynomiale de degré 2
engendre une infinité de nombres premiers.
Selon cette conjecture, si P(n] est un poly-
nome a coefficients entiers, alors deux cas
sont possibles: (a] toutes ses valeurs sont
multiples d'un entierk > 1; (b] P(n) produit
une infinité de nombres premiers.

Voyons deux exemples. Le polynome
n®+n+4 ne donne que des nombres pairs
(sin est pair, n%+n+4 lest aussi; sin est
impair, n? est impair et n°+n +4 est alors
pair], donc toutes ses valeurs sont mul-
tiples de 2 ; nous sommes dans le cas [(a).

En revanche, le polynéme n%+ 1, pour
lesvaleursn=1,2,3,4,5,donne 2, 5, 10,
17,26 quine sont pas multiples d'un méme
nombre entier. D’apres la conjecture de
Bunyakovsky, nous sommes dans le cas (b)
etle polynéme n?+ 1 doit donner une infi-
nité de nombres premiers.

Notons que la conjecture est démon-
trée dansle cas des polyndmes de degré 1,
car elle est alors équivalente au théoréme
de Dirichlet; mais on ne sait la démontrer
pouraucun autre polynéme. Pire, on ne sait
méme pas prouver que les polyndmes qui,
d’apres la conjecture, doivent donner une
infinité de nombres premiers, en donnent
tous au moins un'!

Parmiles cas délicats quiinquiétent sur
la véracité de la conjecture, il y a le poly-
néme n'? + 488 669 qui ne donne aucun
nombre premier avant n =616 980.
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A l'origine de beaucoup de ces travaux
se trouve laremarque formulée en 1772 par
Eulerque le polynémen? +n +41 donne des
nombres premiers pourn=0,1,2,3,..,,39.
Legendre proposa en 1798 le polynéme
n®—n + 41 quidonne des nombres premiers
pourn =1, ..., 40. Dans les deux cas, on a
40 valeurs consécutives d’'un polyndme
de degré 2 produisant un nombre premier.

Le polynéme d’Euler a I'avantage, sur
celui de Legendre, qu'il peut se généraliser
d’'une étonnante maniére. Richard Mollin a
en effet prouvé que si M est un entier fixé
(aussigrand qu'onle veut), il existe un entierk
tel que le polynéme n? + n + k donne des
nombres premiers pourn =0, 1,2, .., M.
Autrement dit, si vous voulez un polynéme
de degré 2 quidonne un million de nombres
premiers quand la variable n va de un a un
million, c’est possible et le polynéme peut
avoir la forme trés simple n? +n + k.

On doit formuler plusieurs réserves sur
ce beaurésultat de R. Mollin. Une fois encore,
elles nous font prendre conscience que I'écart
entre lathéorie etla pratique est parfois trés
grand. D'une part, le résultat de R. Mollin est
démontré en utilisant une conjecture assez
forte qui généralise la conjecture des nombres
premiers jumeaux (celle-ciaffirme qu'il existe
une infinité de paires de nombres premiers
espacésde 2,comme 11 et 13, 17 et 19, 41
et 43). Cette conjecture, méme si elle est
vraisemblable et bien testée expérimenta-
lement, ne semble pas ala portée des mathé-
matiques d’aujourd’hui et le résultat de
R.Mollin reste donc incertain.

D'autre part, la constante k qu'il faut uti-
liser dans la définition du polynéme n? +n +k
prend des valeurs considérables sil'on veut
que le polyndme donne beaucoup d'entiers
premiers : pour obtenir plus de 40 nombres
premiers, k doit dépasser 10%8.Enfin, et clest
le pire, la méthode de démonstration utili-
sée par R. Mollin n’est pas constructive : elle
ne permet pas en pratique de trouverk !

Pour pallier ce défaut de la théorie qui
nous suggere que sont vraies certaines
choses qu'elle ne sait pas montrer, d'autres
mathématiciens s'occupent de trouver « pour
de vrai> des polyndmes qui produisent beau-
coup de nombres premiers. Leurs résultats,
obtenus bien sir a I'aide d’astucieux pro-
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grammes informatiques et de longues heures
de calcul, sont de nature variée: recherche
de longues progressions arithmétiques de
nombres premiers, recherche de polynémes
de bas degré donnant beaucoup de valeurs
premieres consécutives ou une grande
proportion de nombres premiers dans un
intervalle, etc.

Comme ils ne réussissent pas a trou-
ver de polyndme de degré 2 donnant plus
de 43 nombres premiers différents pour des
valeurs successives de n, les mathémati-
ciens ont essayé avec des polynémes de
degré 3 ou plus.

De nombreux records sont dus a F. Dress et
B. Landreau. Pour le degré 3, le polynéme
66n°+83n2 + 13 735n + 30139 donne
46 nombres premiers différents pour
n=-26,-25,..,0,1,.., 18,19 (record en 2000).
Degré 4, record en 2002 : le polynéme
3/4n*+1/2n3-4323/4n%+34415/2n—62099
donne 49 nombres premiers différents pour

\

la suite de |'article de mai 2011, Jean-Fran-
A cois Colonna m'a proposé de nouveaux
dessins infinis etimpossibles (ci-dessus a droite),
dont plusieurs autostéréogrammes. Il me signale
qu'il avait congu I'idée des dessins impos-
sibles infinis dés 1974 et en avait réalisé
quelques-uns (voir son site Internet http:/

n=-16,-15, .., 31, 32. Degré 5, record en
2002:le polynéme 1/4n°+ 1/2 n*~345/4 n3
+879/2 n?+ 17 500 n + 70 123 donne
57 nombres premiers différents, pourn=—27,
—26,..,28,29. Degré 6, recorden 2010: 1/72 n®
+ 1/24 n®>— 1583/72 n* - 3 161/24n3
+200807/36 n®+ 97973/3 n — 11351
donne 58 nombres premiers différents, pour
n=-45,-44, .11, 12.Cestlerecord absolu
pour un polynéme de petit degré.

Enaugmentant le degré, on sait de fagon
certaine, grace a un théoréme de Lagrange,
que I'on pourra obtenir des polynémes don-
nantautantde nombres premiers différents
que 'on veut pour des valeurs consécu-
tives de la variable.

Les mathématiciens combinent deux
notions mathématiques difficilement mis-
cibles etdécouvrentuntrésorde problemes
etde résultats, quelques joyaux de pure théo-
rie... et parfois des théorémes illusoires. Ce
trésor s’enrichit des trouvailles autorisées
par les calculs colossaux sur ordinateur qui
guidentles mathématiciens dans leur explo-
ration du monde des entiers.

www.lactamme.polytechnique.fr/). Dominique
Caudron m'a aussi envoyé des images impos-
sibles infinies intéressantes. Il a en particulier
réalisé le stéréogramme ci-dessus, a gauche,
d’'une figure infinie impossible (voir son site
http://oncle.dom.pagesperso-orange.fr/
art/index.htm).
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