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es suites de piles ou faces obte-
nues avec une piece non tru-
quée nous semblent sans grand
mystére et nous ne doutons
guere de nos prédictions statistiques. Ce
faisant, nous ignorons une multitude de
subtilités, ignorance quinous conduit a l'er-
reur, voire nous ferait perdre de I'argent
en cas de paris. Comprendre pourquoi et
tirer toutes les lecons des pieges tendus a
laraison par ces suites de tirages équitables
etindépendants est un travail délicat et dif-
ficile comme I'attestent les dizaines d’ar-
ticles publiés depuis 40 ans sur ce sujet.
Un premier exemple de piege, dont l'idée
a été proposée en 1969 par 'amateur de
récréations mathématiques Walter Pen-
ney, consiste a lancer une piece de mon-
naie (non truquée) autant de fois qu'il le
fautjusqu’a obtenir des séquences de piles
ou faces fixées a I'avance. On cherche par
exemple a obtenir la séquence pile-face,
notée PF, ou face-face, notée FF. La ques-
tion posée est:laquelle ale plus de chances
de se présenter en premier, et combien est-
il raisonnable de parier surelle ?
Raisonnement A. Considérons deux
tirages successifs d'une piéce de monnaie;
ilyaautantde chances d'obtenir PF que FF
et cette probabilité est (1/2)% = 1/4. Les
deux séquences PF et FF étant équipro-
bables, chacune a la méme probabilité de
sortir en premier, et la probabilité que PF
survienne avant FF est donc 1/2. Les
deuxséquences mises en compétition par-
tant sur des bases égales, si'on nous pro-
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pose de parier, nous pouvons choisir indif-
féremment 'une ou 'autre et miser 1 euro
contre 1 euro.

Or la réalité est bien différente: dans
une compétition entre PF et FF laséquence
PF gagnera trois fois sur quatre. Il est
donc intéressant d’accepter de miser
2 euros pour PF contre 1 euro en faveur de
FF; un pari ne favorisant aucun joueur
consiste a miser 3 euros pour PF contre 1
pour FF. Voici la démonstration de ces
affirmations.

Raisonnement B. Les deux premiers
tirages peuvent étre PF, FP, PP ou FF. Ces
quatre débuts possibles sont équiprobables,
chacun survenantavec une probabilité 1/4.
Siclest FF quisort, laséquence FFaura gagné
la compétition. Dans les trois autres cas, la
gagnante seratoujours PF.En effet, des qu'un
P tombe, FF ne peut plus sortir avant PF:
tant que des P continuent de tomber, aucune
ne gagne, et dés que F tombe, PF gagne. Si
I'on vous propose ce jeu, choisissez PF: vous
gagnerez trois fois sur quatre.

Ouestlerreur dansleraisonnement A ?
Sa premiere phrase est indubitable. Elle
implique d’ailleurs que dans une longue
séquence de P ou F tirée avec une piece de
monnaie non truquée, il y aura en moyenne
autant de couples PF que de couples FE

Les surprises du jeu de pile ou face

Les erreurs de nos jugements spontanés sont parfois étonnantes.
Le hasard créé par les lancers d’une piéce de monnaie en est I'exemple
le plus frappant: tout y semble paradoxal.
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Lerreur est dans la seconde phrase: «Les
deuxséquences PF et FF étant équiprobables,
chacune a la méme probabilité d’étre obte-
nue en premier, et donc, la probabilité que
PF survienne avant FF est 1/2.> En effet,
méme si les deux séquences sont équipro-
bables, les relations qu'elles entretiennent,
comme le détaille le raisonnement B, ont
pour conséquence que dés quun Pesttombé,
FF ne peut plus gagner, ce qui entraine
alors que la séquence PF apparaitra en pre-
mier trois fois plus souvent que FF

Le méme type de blocage d’'une
séquence parune autre montre que sil'on
oppose PFF a FFF, la premiére séquence
gagne sept fois sur huit. Plus générale-
ment, si I'on oppose PF..F ((n— 1) fois F)
a FF..F (n fois F), alors la premiére
séquence gagne (2" - 1] fois sur 2" : nous
ne devons donc pas hésiter a parier
1000 euros contre 1 euro en choisis-
sant PFFFFFFFFF contre FFFFFFFFFE

Sivotre doute persiste, opérez un
contréle expérimental avec une piece de
monnaie, en programmant une simula-
tion avec votre ordinateur ou encore en
associant P aux décimales impaires de
et Fauxdécimales paires (voirla série illus-
trée ci-dessus et ci-contre). Dans ce der-
nier cas, vous pouvez commencer la série
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avec 3, avec 1, avec 4, etc. J'avoue avoir
faituntel test pour m’assurer que, lors d’'une
longue série de tirages, le nombre moyen de
FF est le méme que le nombre moyen de
PF, ce que je n'arrivais pas a considérer
comme compatible avec la probabilité de
gain de 3/4 en faveur de PE. Le test a bien
évidemment donné le résultat décrit par la
théorie, pour la fréquence égale de PF et de
FF, et celui du raisonnement B, pour le 3/4
en faveur de PF dans une compétition.

Le petit calcul énumératif suivant ne
constitue pas une preuve (elle est dans le
raisonnement B ), mais il vous aidera sans
ordinateur a accepter I'étrange compatibi-
lité entre les diverses affirmations que nous
avons formulées. Considérons les
16 séquences possibles et équiprobables
qu’on obtient en opérant quatre tirages :
PPPP-PPPF-PPFP-PPFF-PFPP-PFPF-PFFP- PFFF
FPPP-FPPF-FPFP-FPFF-FFPP-FFPF-FFFP-FFFE

La séquence FF est présente 12 fois
comme laséquence PF;ilyadoncbien éga-
lité des fréquences, et FF (ainsi que PF)
apparaitdans un quart des 48 couples obte-
nus avec les 16 tirages de longueur 4. Entre
FF et PF quelle séquence arrive en premier ?
On constate que PF gagne 10 fois (en vert]
alors que FF ne gagne que 4 fois (en rouge).
Dans deux cas (PPPP et FPPP], aucune
séquence n'a gagné et les tirages doivent
donc se poursuivre ; PF gagnera alors néces-
sairement, puisque les deux séquences
indéterminées se terminent parun P, ce qui
interdit mécaniquement a FF d’apparaitre
avant PE Au total, on trouve donc que PF
gagne exactement trois fois sur quatre.

Silon envisage les autres compétitions
entre séquences de longueur 2, les résul-
tats, faciles a établir (car résultant de symé-
trie ou se ramenant a la compétition FF
contre PF), sont les suivants:

PP gagne contre PF avec une probabilité 1/2,
PP gagne contre FP avec une probabilité 1/4,
PP gagne contre FF avec une probabilité 1/2,

Regards
=

PF gagne contre FP avec une probabilité 1/2,
PF gagne contre FF avec une probabilité 3/4,
FP gagne contre FF avec une probabilité 1/2.

Malheureusement, les cas particuliers que
nous venons d'envisager ne nous permettent
pas de savoir ce qui se passe quand on oppose
deux séquences quelconques, par exemple
PFP et FFF. La notion de temps moyen d’at-
tente devrait nous aider. Une séquence S
étant fixée, on nomme temps moyen d’at-
tente de S le nombre moyen de fois qu’il
faut lancer la piece pour que S se présente.
Par exemple, le temps moyen d’attente de P
(oude F) est 2 (voir I'encadré 1).

DeuxséquencesSet S’ delongueur k ont
laméme probabilité de se produire quand on
lancek fois la piece; elles apparaissent donc
aveclameéme fréquence quand on lance indé-
finiment la piece. On est tenté d'en déduire
que les temps moyens d’attente de S et
de S’ sont égaux. Pourtant, comme dans le
cas des compétitions entre deuxséquences,
ce serait une erreur: le temps moyen d’at-
tente de FF est 6, alors que le temps moyen
d’attente de PF est 4.

Cette surprise va cependant dans le
méme sens que la précédente, quand nous
opposions FF & PF. Puisque FF apparait en
moyenne plus tardivement dans une suite
de lancers que PF, il semble assez naturel
que FF se fasse battre par PF quand on
cherche a savoir laquelle arrive le plus sou-
vent en premier. Peut-on déduire le 3/4 de
toutal'heure en faveur de PF des temps d’at-
tente moyens 6 et 4 ? Cela ne semble pas
bien clair et si nous voulions chercher une
regle nous ne la trouverions jamais :ici encore,
un phénomene inattendu contrarie notre
intuition et rendillusoire la déduction du 3/4
apartirdes temps d'attente moyens. En effet,
il se peut tres bien que le temps d’attente

moyen d'une séquence S, soit plus long que
le temps d'attente d'une séquence S, et que,
pourtant, dans une compétition entre S,
etS,, laséquence S, se présente plus sou-
ventavant S, que l'inverse.

Lexemple le plus simple d'une telle situa-
tion paradoxale est donné par les deux
séquences S, = PFPF et S, =FPFF La
séquence S, a un temps d’attente de 20,
alors que S, a un temps d’attente de 18.
Pourtant, S, arrive devant S, avec une pro-
babilité égale a 9/14, soit 0,6428.

Les trois notions « fréquence d’appari-
tion », « temps moyen d’attente » et
«gagnant d’'une compétition entre deux
séquences », que nous lions intuitivement
quand nous comparons deux séquences,
sont en réalité indépendantes !

Intransitivité

Résumons la situation multiparadoxale a
laquelle nous sommes parvenus:
(a] Deux séquences de longueur égale ont
la méme probabilité de surveniren un empla-
cement donné d'une suite infinie de tirages;
leurs fréquences moyennes d’apparition
sont donc les mémes.

Pourtant:
(b] lIse peut que F'une delles survienne plus
souventavant l'autre dans une compétition
entre elles.
(c] I se peut qu'elles aient des temps d’at-
tente différents.

De plus, et cela parait un comble:
(d] Il est possible que celle qui arrive sta-
tistiquement le plus tardivement soit, en
moyenne, plus souvent devant 'autre quand
on les fait concourir 'une contre l'autre.

Les comportements contre-intuitifs des
suites de tirages a pile ou face vont encore
plus loin:
(e] Une séquence plus courte peut perdre
dans une compétition qui I'oppose a une
séquence plus longue ; tel est le cas quand
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