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commençons par la description d’une oscil-
lation simple : l’oscillation de l’extrémité
d’un ressort de part et d’autre de sa posi-
tion d’équilibre (voir la figure 2). On suppose
pour simplifier que le ressort, de masse négli-
geable, est posé sur un plan horizontal sans
frottement, avec une masse mattachée à son
extrémité. Désignons par x(t) la position,
qui dépend du tempst, de cette masse par
rapport à la position d’équilibre. Si cet
écart x(t) est petit, alors la force de rappel
du ressort vers la position d’équilibre est,
en première approximation, proportion-
nelle à l’écart. Autrement dit, sa valeur algé-
brique est –k x(t), où k est une constante
positive appelée la raideur du ressort.

D’après la deuxième loi de Newton,
la force appliquée à un mobile est égale au
produit de sa masse par son accélération.
Dans notre cas, cela s’écrit : –kx(t)= mx’’(t),
où x’’(t) est la dérivée seconde de x(t). En
posant �2 = k/m, on obtient que le mou-
vement de l’extrémité du ressort obéit à
l’équation différentielle x’’(t)+�2x(t)=0. 

On montre que cette équation élé-
mentaire a pour solution générale:

x(t)=acos(�t)+bsin(�t),
où a et b sont des constantes déterminées
de façon unique par les conditions initiales,
c’est-à-dire par la donnée de la position et
de la vitesse du mobile à l’instant initial t= 0
(ou à tout autre instant fixé). Cette solu-
tion est périodique, la période T étant
égale à 2�/� ; la fréquence � de l’oscillation
est l’inverse de la période (�=1/T), tandis
que � est la «pulsation» de l’oscillation, qui
est proportionnelle à sa fréquence (�=2��).
Elle est même sinusoïdale, puisque
acos(�t)+bsin(�t) s’écrit aussi sous la forme
A cos(�t + �), où les constantes A et � se
calculent à partir de a et b.

On voit ainsi apparaître, dans ce modèle
simple de l’oscillation du ressort, les fonc-
tions périodiques élémentaires sinus et cosi-
nus qui jouent un rôle fondamental dans
la description des phénomènes ondula-
toires. Une autre remarque importante est
que le modèle mathématique du ressort
s’applique à d’innombrables autres systè-
mes et est de ce fait très général ; on le
nomme «oscillateur harmonique». 

Équations linéaires
pour petites vibrations
En effet, toute oscillation de part et d’au-
tre d’une valeur d’équilibre se décrit par
une équation différentielle semblable à
celle du ressort, à condition que les ampli-
tudes de l’oscillation ne soient pas trop
grandes. Pourquoi ? Parce que l’expres-
sion d’une force F(x) de rappel vers la
valeur d’équilibre en fonction de l’écartx
à la valeur d’équilibre peut toujours s’écrire
(si la force est mathématiquement assez
régulière) comme un développement en
série F(x) = k1x + k2x

2 + k3x
3 + …, où k1, k2,

k3, etc., sont des constantes. Le terme k1x
est le terme linéaire, les suivants sont les
termes non linéaires. Or si l’amplitude
de l’oscillation x est petite, ce qui est sou-
vent le cas en pratique, x2 est négligeable
par rapport à x, x3 est négligeable par
rapport à x2, etc. Autrement dit, au pre-
mier ordre d’approximation, seul subsiste
le terme linéaire et l’équation différentielle
de l’oscillateur se réduit à celle de l’oscil-
lateur harmonique, dont le comportement
est décrit par des fonctions sinusoïdales.

Dans le modèle d’oscillateur harmoni-
que que nous venons de considérer, aucune
force extérieure n’est imposée au système.

Lorsqu’une telle force est présente, l’évo-
lution dans le temps de l’oscillateur peut
être très différente. Cette évolution doit
désormais obéir à l’équation:

x’’(t)+�2x(t)= f(t),
où f(t) représente les forces extérieures appli-
quées au système. On démontre que la solu-
tion générale s’écrit alors sous la forme:

x(t)=acos(�t)+bsin(�t) +I�(t),
où la fonctionI�(t) est donnée par une cer-
taine intégrale où intervient la force exté-
rieure fet qui dépend du paramètre�. Selon
l’expression de f, on peut ou non trouver
une formule explicite pour I�(t).

Le cas où la force extérieure est une
fonction sinusoïdale du temps, de pulsa-
tion �’, est particulièrement important, car
il peut alors se produire un phénomène de
résonance, un effet fréquemment rencon-
tré avec les ondes. Si la pulsation�’ du for-
çage extérieur est différente de la pulsation
propre� de l’oscillateur, on trouve que l’os-
cillation x(t) est une somme de fonctions
sinusoïdales de pulsations �, �’, �+�’ et
� – �’ ; son amplitude reste bornée à tout
instant. Mais si �’=�, l’expression dex(t)
fait apparaître, en plus de termes périodi-
ques de pulsations �, �’ et �+�’, un terme
apériodique proportionnel à tcos(�t), c’est-
à-dire qui oscille avec une amplitude pro-
portionnelle au temps écoulé. C’est le
phénomène de résonance : lorsque la fré-
quence de la force extérieure est égale à la
fréquence propre du système, l’amplitude
de l’oscillation augmente sans limite avec
le temps, jusqu’à ce que l’on sorte du régime
linéaire ou que le système subisse une
modification brutale. C’est par un tel
phénomène de résonance qu’un pont qui
vibre peut s’écrouler si une troupe le
franchit en marchant au pas.

La discussion qui précède sur l’oscil-
lateur harmonique relève de la mécanique
newtonienne appliquée à un point maté-
riel mobile (la massem dans le cas du res-
sort). N’y interviennent que des fonctions
d’une seule variable, le temps t. Pour
décrire l’évolution de milieux continus tels
qu’un solide ou un liquide, il faut intro-
duire des fonctions qui dépendent non
seulement du temps, mais aussi de la posi-
tion dans l’espace, c’est-à-dire des coor-
données x, y et z. Le problème se complique
alors considérablement.

En particulier, les variations dans l’es-
pace doivent être décrites par des dérivées
par rapport aux coordonnées spatiales,
et les équations différentielles ordinaires
que l’on a en mécanique du point sont rem-

1. DANS CETTE INSTALLATION de l’artiste espagnol Daniel Palacios Jimenez (Berlin, 2006), une
corde élastique est agitée à ses extrémités. Les ondes ainsi créées se propagent dans les deux sens
et forment des ondes à peu près stationnaires, que perturbent les mouvements des spectateurs,
captés par des caméras et transmis au mécanisme. Les variations des oscillations de la corde se
traduisent aussi par des variations du son qu’elle produit. (Voir aussi la photographie page 22.)
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