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équations linéaires, que l’on peut analy-
ser avec la technique des transformations
de Fourier. Cela revient à représenter les
solutions comme des intégrales (des som-
mes infinies) d’ondes sinusoïdales.

L’étude de telles équations d’onde, outre
leur intérêt propre, met en évidence un phé-
nomène ondulatoire nouveau par rapport
à l’équation de d’Alembert: la dispersion.
Cela signifie que les ondes sinusoïdales se
propagent à des vitesses différentes, en fonc-
tion de la fréquence (ou de la longueur
d’onde), ce qui n’était pas le cas avec la corde
vibrante. Les composantes sinusoïdales
d’une onde finissent alors par se séparer
au fil du temps. La dispersion explique
par exemple la décomposition par un prisme
en verre de la lumière blanche, constituée
d’ondes lumineuses de nombreuses fréquen-
ces. Elle explique aussi qu’une onde de forme
initiale très localisée peut se déformer et
s’étaler en se propageant, avec une ampli-
tude qui diminue au fil du temps (même s’il
n’y a pas dissipation d’énergie).

Par ailleurs, si les amplitudes des ondes
ne peuvent pas être considérées comme
petites, les équations qui les décrivent sont
non linéaires. C’est fréquemment le cas,
et les vagues à la surface de l’eau sont un
exemple d’ondes non linéaires (décrites
par l’équation dite de Korteweg-de Vries
lorsque la profondeur peut être considé-
rée comme faible). Du point de vue mathé-
matique, les équations non linéaires sont

plus variées et plus compliquées à analy-
ser, mais elles rendent compte de phéno-
mènes singuliers tels que les ondes de choc
(par exemple lorsqu’un avion franchit le
mur du son), qui correspondent à des solu-
tions présentant des discontinuités. 

Un autre phénomène intéressant décrit
par certaines équations non linéaires est
l’existence d’«ondes solitaires» ou «soli-
tons » : des perturbations localisées qui
se propagent sans déformation sur de lon-
gues distances, et dont les mascarets et les
tsunamis sont des exemples (voir l’article
Les vagues en équations dans ce numéro).
Les solitons correspondent à des ondes où
l’effet de la dispersion est compensé par
celui des non-linéarités.

L’étude mathématique des différentes
équations d’onde, qu’elles soient linéaires
ou non, qu’elles fassent apparaître ou non
de la dispersion, est d’une grande richesse
et continue à susciter l’invention de concepts
et techniques adaptés. Il est rare que des
solutions exactes et explicites puissent être
trouvées aux équations. Cela arrive tout de
même, notamment avec des équations dites
intégrables telles que l’équation de Korte-
weg-de Vries, et une telle propriété révèle
souvent des liens avec des domaines mathé-
matiques a priori éloignés. 

Un univers foisonnant
Sinon, des calculs approchés sont réali-
sables et utiles, tant pour l’étude mathé-
matique des problèmes que pour leur
interprétation physique. L’analyse dite
asymptotique, qui examine ce qui se passe
quand certains paramètres ou certaines
grandeurs tendent vers des limites don-
nées, entre aussi dans ce cadre. Ainsi,
l’étude de la limite des hautes fréquences,
réalisée au XXe siècle, justifie le fait que
les ondes lumineuses peuvent, dans les
situations courantes, être assimilées à
des rayons décrits par l’optique géométri-
que (voir l’encadré ci-dessus).

L’univers des ondes est un univers foi-
sonnant. Les ondes interviennent sous une
forme ou une autre dans presque tous
les phénomènes physiques. Liant oscil-
lation et propagation, avec des effets de
dispersion et des non-linéarités qui aug-
mentent d’autant leur complexité et leur
richesse, elles sont fondamentales pour
les physiciens et les ingénieurs. L’étude
des ondes a aussi été un stimulant essen-
tiel de plusieurs champs des mathémati-
ques. Elle l’est toujours. �
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C omment se comportent
les ondes lorsque les fré-

quences qui les décrivent sont
très élevées ? Cette question
relève de ce qu’on appelle
l’analyse asymptotique,où l’on
étudie mathématiquement le
comportement d’un système
lorsqu’un ou plusieurs de ses
paramètres tendent vers des
limites intéressantes.

Le cas où la fréquence tend
vers l’infini est intéressant no-
tamment parce qu’il concerne
les ondes lumineuses. Les fré-
quences des ondes sinusoïdales
permettant de décrire la lumière
sont en effet extrêmement éle-
vées:autour de 1014-1015 hertz,
c’est-à-dire autant de cycles d’os-
cillation du champ électroma-
gnétique par seconde.

Le comportement des ondes
à haute fréquence a occupé de
nombreux mathématiciens au
XXe siècle. L’une des contribu-
tions majeures est celle du cher-
cheur suédois Lars Hörmander
(médaille Fields en1962), avec
ses travaux sur l’«analyse mi-
crolocale». L’étude mathéma-
tique de la limite des hautes fré-
quences a justifié de façon ri-
goureuse le fait que les ondes
lumineuses peuvent être consi-
dérées comme des rayons si la
taille des obstacles est grande
par rapport à la longueur d’onde,
cette dernière étant d’autant plus
courte que la fréquence est éle-
vée.Les lois de l’optique géomé-
trique,dues à Snell et Descartes,
ont ainsi reçu une explication sa-
tisfaisante,et des résultats qua-

litatifs, utiles pour les applica-
tions aux radars, aux images
de synthèse, etc., sont systéma-
tiquement utilisés aujourd’hui.

Un autre exemple impor-
tant d’analyse asymptotique
des ondes est l’étude de l’équa-
tion de Schrödinger (une équa-
tion fondamentale de la méca-
nique quantique) quand la
constante de Planck h (dont
la valeur réelle est petite) tend
vers 0. De nombreux travaux
mathématiques ont porté sur
cette limite dite semi-classique,
et ont permis de préciser dans
quel sens le fait de faire ten-
dre h vers 0 permet de retrou-
ver les lois de la mécanique
classique,et notamment les tra-
jectoires qui n’existent qu’en
mécanique classique.
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